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1 Kombinatorika

Matematicka disciplina koja uglavnom proucava konacne skupove i strukture.
Prebrojavanje skupova danas je samo jedan od vidova kombinatorike. Rijec¢
dolazi od latinske rije¢i combinare=slagati. U prebrojavanju sluzimo se enu-
merativnim metodama ako uopée mozemo uociti strukturu skupa. Navedimo
neke od tipi¢nih problema:

1. Na koliko se razli¢itih nacina 6 ploha kocke moze obojiti ako imamo
¢etiri boje, a isti nacini bojanja su oni koji se mogu rotacijama dovesti
do poklapanja?



2. Moze li se svaki od 5 telefona spojiti s tocno tri preostala?
3. Na koliko razli¢itih nacina moze cetvoro ljudi sjesti za okrugli stol?

4. Koliko ukupno utakmica odigraju momcadi nogometne hrvatske lige
ako svaki klub odigra po dvije utakmice sa svakim od preostalih klubova?

5. Na koliko na¢ina moze petoro ljudi podijeliti 24 kovanice od po jednu
kunu?

6. U drustvu od ¢etvero ljudi svaka dvojica imaju tocno jednog zajednickog
prijatelja. Dokazite da u tom drustvu postoji osoba koja je prijatelj
svim ostalim ¢lanovima drustva.

7. Svaki je ¢lan nekog kolektiva u toc¢no dvije delegacije, a svake dvije
delegacije imaju to¢no jednog zajednickog ¢lana. Ukupno, taj kolektiv
ima 5 delegacija. Koliko ¢lanova ima taj kolektiv?

8. Koliko je peteroznamenkastih brojeva kojima ja svaka znamenka tog
broja veca od zbroja dviju znamenaka neposredno s njoj desne strane?
(Fibonaccijevi brojevi)

Rjesenja i obrazloZenja probajte pronaci sami.

Mozda su to samo zgodne zagonetke i sluze samo za razonodu. Povijesno
gledano, kombinatorika je kao znanstvena disciplina nastajalo malo-pomalo,
a svoje korijene vuce iz zabavne matematike, zagonetaka, igara jos od 17.
stoljeca. Kombinatorika se danas ozbiljno primjenjuje u biologiji, kemiji,
elektronici, medicini, lingvistici, sociologiji ...

1.1 Teorem o uzastopnom prebrojavanju

Teorem 1 Neka su Ay, As, ..., A, konacni skupovi © neka je
TCA x Ay x---x A,

skup uredjenih m-torki (ay,as, . .., an) definiranih na slijedeéi nacin:

- prva komponenta a, moZe se birati na ki razlicitih nacina, izmedju ky
razlicitih elemenata skupa Aq,

- za svaku veé odabranu komponentu ay, drugu komponentu as mozZemo
1zabrati na ko razlicitih nacina, . ..



- sve dok posljednju mozZemo birati na k,, razlicitih nacina.

Tada skup T svih uredjenih n-torki ima
ky ko k,,
elemenata.

Dokaz: se provodi indukcijom, ali to nije u domeni kolegija.
Primjeri primjene navedenog teorema o uzastopnom prebrojavanju:

1. Ako registarska plocica zagrebackog registarskog podrucja ima u izboru
najvise 4-znamenkasti broj i dva slova abecede koja ne mogu biti palatali,
koliko se razli¢itih tablica moze izdati?

Rjesenje:prva se znamenka moze izabrati na deset nacina, s tim da se nula ne
piSe. Za svaku tako izabranu znamenku, druga se opet moze izabrati na 10 nacina
...Abeceda ima 7 palatala, pa je po teoremu 1:

10-10-10-10-27-27

2. Ako na podruc¢ju Republike BiH registarske tablice imaju troznamenkasti
broj, zatim slovo koje postoji i jednako je u azbuci i abecedi, a onda
ponovo troznamenkasti broj, koliko se tablica moze izdati na podrucju
susjedne republike?

Rjesenje: analogno prethodnom, ako su zajednicka slova azbuke i abecede: A, B,
E,LJKMOiT:
10%-9-10°.

3. U razredu koji broji 20 ucenika, treba izabrati Predsjednika, njegova za-
mjenika i blagajnika. Koliko je razli¢itih moguénosti za izbor troclanog
povjerenstva razreda? Rjesenje:

20-19-18.

4. Iz grada A u grad B vode cCetiri ceste, a iz B u C pet. Na koliko nacina
mozemo iz grada A preko B sti¢i u C?7
Rjesenge:
4-5=20

5. Na nekom je sahovskom turniru odigrano 78 partija. Turnir je igran po
principu da je svaki igra¢ odigrao sa svakim samo jedan mec. Koliko
je bilo sahista na turniru?
Rjesenje:

n-(n—1)

> =78 n=13



6. Koliko dijagonala ima konveksni 12-terokut? Rjesenje: Iz svakog je vrha
mogucée povuéi n — 3 dijagonala:

12 (12 — 3)
2

7. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva ¢ije su svake dvije susjedne
znamenke razlicite?
Rjesenje: Prva znamenka ne moze biti 0. Kad se ona odabere, drugo je mjesto
moguce popuniti opet na 9 nac¢ina, jer se ne smije staviti znamenka kao na prvom
mjestu. Konacan broj takovih brojeva je:

9-9:-9-9-9

8. Koliko ima razlicitih telefonskih brojeva od 7 znamenaka?
Rjesenge:
9-10°

e ako su prve tri znamenke neparne?
Rjesenje:
5-5-5-10-10-10

e ako su prve dvije znamenke jednake?

Rjesenge:

9-1-10°

e sve su znamenke razlicite?

Rjesenje:

9-9-8-7-6-5-4.

e prve tri i posljednje tri su jednake?

Rjesenje:

9-1-1-10-10-1-1.

e sve su razlic¢ite, s tim da su prva, treca i peta neparne, a druga,
cetvrta i Sesta parne?
Rjesenge:
5-5-4-4-3-3-10.
Zadaci za samostalno rjesavanje:

1. Koliko elemenata skupa
{1,2,3,...1000}

je djeljivo sa cetiri?



2. Ako godina ima 365 dana, koliko najvise u toj godini ima dana ”petak
trinaesti”?

3. Test ima 20 pitanja s odgovorima DA ili NE. Na koliko se razlicitih
nacina test moze rijesiti?

4. Knjiznica sadrzi 40 razlicitih knjiga iz matematike, 30 iz fizike, 27 iz
kemije i 20 kniga iz biologije. Na koliko na¢ina moze ucenik uzeti iz
knjiznice po jednu knjigu iz ta cetiri predmeta?

5. Na farmi se nalazi 20 ovaca, 24 svinje i 10 goveda.

(a) na koliko se nacina moze odabrati po jedna ovca, svinja i govedo?
(b) isto pitanje kao u a, ali ako je ve¢ odabrana jedna takva trojka?

6. Koliko cijelih brojeva izmedu 100 i 999 ima razli¢ite znamenke, a koliko
je medu njima neparnih?

7. Na nekom sportskom peteroboju nacija, svaka od zamalja ucesnica ima
ekipu iz nogometa, rukometa, kosarke, plivanja, vaterpola, atletike,
boksa i tenisa. Propozicije natjecanja nalazu da svaka zemlja u svakom
od tih sportova mora odrzati mec sa svakom od preostlih zemalja. Ko-
liko ¢e se meceva ukiupno odrzati na tom natjecanju?

8. Kroz svaku od tri tocke A, B i C' u ravnini, povuceno je 10 pravaca,
medu kojima nema paralelnih i nikoja 3 se ne sijeku u jednoj tocki
(osim u A, B, C). Nadite broj presjecista odredenih tim pravcima.

(a) Nadite broj presjecista ako kroz A prolazi 10, kroz B 20, a kroz
C 30 pravaca.

9. Na nekom Sahovskom turniru, svaki je igra¢ odigrao sa svakim od pre-
ostalih po jednu partiju. Ukupno je odigrano 78 partija. Koliko je
Sahista sudjelovalo na turniru?

10. Zadani su skupovi A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c}. Koliko ima

(a) svih funkcija iz A u B?

(b) surjekcija iz A u B?
Rjesenje: 1. 250; 2. 3; 3. 220; 4. 648.000; 5. a)4800;b)3933; 6.648(324); 7. 80; 8. 13; 9.
3n? = 300;a) mn + mp + np = 1100; 10. a)3* = 81, b) 36
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1.2 Formula ukljuc¢ivanja i iskljuc¢ivanja
Rjesenje posljednjeg zadatka iz prethodnog poglavlja u kojem se trazi broj
surjekcija nemoguce je izvesti bez primjene formule isklju¢ivanja i uklju¢ivanja.
a) Funkcija
f:A—B

je takvo pridruzivanje koje svakom elementu skupa A pridruzi
tocno jedan element iz skupa B. Broj funkcijaiz A = {1,2,3,4} u
skup B = {a, b, ¢} moguée je humanizirati u problem broja nac¢ina
na koje se svakom od ¢etiri mladi¢a moze svidati tocno jedna od
tri djevojke. Ocito svaki decko ima 3 mogucnosti izbora, pa je to

3-3.-3.3=3"=81

nacin simpatiziranja (doduse jednostranog)

b) Surjektivnost funkcije je svojstvo da svaki element kodomene ima
u domeni bar jedan element koji mu je pridruzen.

To bi u navedenoj humanizaciji znacilo da nema djevojke koju bar
jedan mladi¢ ne bi simpatizirao.

Zadatak se rjeSava upravo suprotno:

1. racuna se broj funkcija

f:A— B\{a}

koje simboliziraju broj nacina na koji mladi¢i u simpatiziranju
zaobilaze djevojku a:

2:2.2.2=2'=16
2. rac¢una se broj funkcija
f:A— B\ {b}

koje simboliziraju broj nacina na koji mladi¢i u simpatiziranju
zaobilaze djevojku b:

2.2.2.2=2"=16



3. rac¢una se broj funkcija

f:A— B\ {c}

koje simboliziraju broj nacina na koji mladi¢i u simpatiziranju
zaobilaze djevojku c:

2:2-2-2=2'=16
Pogresno bi bilo zakljuciti da je zbroj
16+16+16=3-16 =48
stvaran broj funkcija koje nisu surjekcije:
- postoji slucaj u kojem su svi zatreskani u djevojku a i taj slucaj

se u gornjoj sumi brojao dvaput

- postoji slucaj u kojem su svi zatreskani u djevojku b i taj slucaj
se u gornjoj sumi brojao dvaput

- postoji slucaj u kojem su svi zatreskani u djevojku c i taj slucaj
se u gornjoj sumi brojao dvaput.

Slijedi da iz zbroja
16 + 16 + 16
moraju ta tri slucaja biti izuzeti. Ukupan broj funkcija koje nisu sur-
jekcije je
48 — 3 = 45,
pa je broj onih koje jesu surjekcije 36, kao u rjesenju.
Vennovi dijagrami su graficki prikazi skupova koji isticu relacije ” biti pod-

skup”, ”7imati presjek”, ”biti disjunktan” i ”biti element”. Vennovi
dijagrami ne sluze u svrhu dokaza.

Zadaci

1. U nekom drustvu umirovljenika primijetili su da nema ¢lana koji ne
bi bio ¢elav ili ne bi nosio naocale. U trenucima dokolice ustanovili
su da je 31 ¢lan ¢elav, da ih 24 nosi naocale i da ih 12 ima naocale i
istovremeno su ¢elavi. Koliko ¢lanova ima drustvo penzionera?(43)
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2. U nekom razredu svaki ucenik uc¢i bar jedan od tri strana jezika. 18 ih
uci engleski, 15 njemacki, a 9 francuski. 10 ih uci engleski i njemacki,
7 ih uci engleski i francuski, a 6 francuski i njemacki. 5 uc¢enika uci sva
tri jezika.

(a) Koliko u¢enika ima u tom razredu?
(b) Koliko ucenika uci sama njemacki?

(¢) Koliko ucenika uci engleski i francuski, ali ne i njemacki?

3. U skupu od 100 studenata engleski jezik zna 28 studenata, njemacki
30, francuski 42, engleski i njemacki zna njih 8, engleski i francuski 10,
njemacki i francuski pet, dok sva tri jezika znaju samo tri studenta.
Koliko studenata ne zna nijedan jezik? (20)

Propozicija 1 (Formula ukljuéivanja - iskljucivanja) prebrojava nedis-
Junktne unije:

1. Ako su A i B konacni skupovi, tada vrijedi:

k(AU B) = k(A)+ k(B) — k(AN B)

2. Ako su A, B i C konacni skupovi, tada vrijedi:

k(AUBUC) = k(A)+k(B)+k(C)—k(ANB)—k(ANC)—k(BNC)+k(ANBNC)
3. Ako su Ay, Ao, ..., A, konacni skupouvi:

HUA) = SkA) - ¥ kANA)+

+ Y 1<i<j<k<mk(A4NA;NA)—--

Fo (=) k(ﬁ A)

Dokaz se provodi indukcijom, no u ovom kolegiju nece biti prezentiran.

Zadatak 1 U jednom gradu, koji ima samo 40.000 stanovnika, organiziraju
se u dobrotvorne svrhe razne aktivnosti. Gradonacelnik se na kraju godine



pohvalio da su odrZana dva koncerta i lutrija, te da je svaki drugi gradanin
sudjelovao u dobrotvornim aktivnostima.

Poznato je da je na koncertu ozbiljne glazbe bilo 2.000 posjetilaca, na
rock-koncertu 8.000, te da je po jedan listi¢ lutrije kupilo 12.000 stanovnika.
Nadalje, potnato je da je 500 ljudi bilo na oba koncerta, da je 50 ljudi koji su
bili na koncertu ozbiljne glazbe sudjelovalo u lutriji, te da je 3.000 posjetilaca
rock-koncerta kupilo lutriju. Nitko nije kupio vise od jednog listica lutrije.

Sto mislite o gradonacelniku?

Rjesenje: provjeriti tvrdnju gradonacelnika formulom FUI. Bududi je presjek
svih skupova po broju jednak 1550, brojniji je od nekih svojih natskupova,
oc¢ito da gradonacelnik ne govori istinu.

Zadatak 2 U nekom gradu na planeti Xprom ima 12000 stvorenja sa sur-
lom, 15000 s repom i 20000 bez ijedne dlake. Osam tisuéa njih sa surlom
imalo je rep, 6000 sa repom bilo je dlakavo, 5000 dlakavih imalo je surlu, dok
je ngih 1000 bilo i dlakavo i repato i surlasto. Koliko je grad imao stanovnika?

Rjesenge:
Nakon raspolozivih podataka mozemo tvrditi da ih je 30000. Pazite na
dlakavost stanovnika!

1.3 Permutacije i varijacije

Kod permutacija i varijacija bitan je poredak elemenata, kao na primjer,
u igri odbojke. Razlikujemo permutacije bez ponavljanja i permutacija s
ponavljanjem. Varijacije se u suvremenoj literaturi uglavnom svrstavaju pod
permutacije, jer se prebrojava na koliko nacina moze vise od 6 igraca igrati
odbojku.

Zadatak 3 Na koliko nacina moze 8 ljudi cekati u redu za crni kruh?

Rjesenje na 8 -7-6---1 = 8! nacina.

1.3.1 Faktorijele
Faktorijela je unarna operacija:
nl=1-2---n.

Ako se promatra kao funkcija, ima brzi rast od svih elementarnih
funkcija. Po definiciji je 0! = 1.
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Stirlingovu formulu koristimo za velike brojeve n kod probliznog racunanja,
jer je vrijednost n! uvijek prirodan broj:

n
L= (=)"- V2
n (e) ™m

Prilikom rac¢unanja koristimo se funkcijom dekadskog logaritma.

Zadatak 4 Izracunajte prvih Sest faktorijela. Do koje faktorijele racuna
vasa dZepna racunaljka?

Rjesenge:

o =1
1 =1
20 = 2
3 = 6
41 = 24
51 = 120
6! = 720

1.3.2 Permutacije bez ponavljanja

Neka je S n-¢lani skup ¢iji su elementi medjusobno razli¢iti. Per-
mutacija n-clanog skupa je svaki niz od n medjusobno razlicitih ele-
menata iz S.

Zadatak 5 Neka je S ={1,2,3} ispisite sve permutacije skupa S.
Zadatak 6 Ispisite sve permutacije skupa S = {1,2,3,4}.
Po teoremu o uzastopnom prebrojavanju
P" =nl.
Primjeri
1. Na koliko nac¢ina moze 5 ljudi stati u red?
Rjesenje:

5l =120

isto kao po teoremu o uzastopnom prebrojavanju.
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. Koliko permutacija ima rije¢c PROMET"
Rjesengje:
6! = 720.

. Na koliko nac¢ina moze 5 muskaraca i 5 zena sjesti u red u kinu sa 10
sjedala, a da nijedne dvije zene ne sjede skupa?
Rjesenje:

2(51)? = 240

jer na prvo mjesto moze sjesti bilo muskarac, bilo Zena.

. Na koliko nac¢ina moze 11 vitezova sjesti oko okruglog stola?
Rjesengje: Rj: Jednog fiksirati a ostali sjednu na 10! nac¢ina.

. Na koliko na¢ina moze 5 studenata sjesti na jednu klupu tako da Ivica
i Marica, kao dvoje od studenata sjede jedno do drugog?

Rjesenje: Ryj: Ivicu i Maricu uzeti kao jedan objekt. Sada 4 objekta sjeda na 4!
nacina. Jos Ivica i Marica mogu zamijeniti mjesta, pa je to 2 - 4! = 48 nacina.

. Na koliko na¢ina mogu 5 djecaka i dvije djevojcice stajati u redu, a da
djevojcice ne budu jedna do druge?
Rjesenje:

7 —2.6!
jer se od svih razmjestaja izuzimaju oni u kojima djevojcice sjede skupa.
. Na koliko nacina moze 5 muskaraca i 5 Zena sjesti za okrugli stol, a da
uvijek izmedju dva muskarca sjedi zena?
Rjesenje: Rjesenje: Zamisliti kartanje. Najprije svi sjednu kako je trazeno. Drugaciji
se raspored dobiva ako se svaki muskarac zamijeni sa susjednom zenom. Slijedeci se

rasporedi dobivaju ako se muskarci permutiraju. Za svaku permutaciju muskaraca
moguce je permutirati i zene. Zato je broj svih nacina:

2-6!-6!.
. Na nekom sastanku, 5 ljudi A, B, C, D, i E trebaju odrzati referate.
Na koliko na¢ina oni mogu biti upisani u spisak govornika?

(a) Koliko je rasporeda, ako B mora govoriti nakon A?

(b) Koliko je rasporeda u kojima ¢e A govoriti neposredno prije B?
Rjesenje: 120 nacina

(a) svakom rasporedu u kojem je B nakon A, moguée je naéi raspored u kojem
je A nakon B (zamjena poredka govornika). Ukupan broj je

1
—_ .5l =
5 ol =60
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(b) par AB treba smatrati jednim govornikom, pa je onda broj poredaka 4!

Zadaci za samostalno rjesavanje:

1. Koliko je permutacija moguce napraviti od rijeci

a) DUBROVNIK b) ZAGREB ¢) SPLIT

2. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva, koji imaju znamenke kao i broj

a) 34125 b) 120347

w

. Neki skup ima n elemenata. ako se tom skupu dodaju dva elementa,
onda broj njegovih permutacija postane 90 puta veéi. Koliki je n?

4. (a) Na koliko se nac¢ina mize razmjestiti 8 topova (kula) na sahovsku
plocu, tako da se nikoja dva medusobno ne napadaju?
(b) Koliko je nac¢ina pod uvjetom da se topovi medusobno razlikuju?
5. (a) Na koliko se nac¢ina 24 ucenika jednog razreda mogu svrstati u
povorku?

(b) Dva razreda od po 24 ucenika trebaju odrzati susret u sahu. Na
koliko na¢ina oni mogu formirati parove protibnika?

(c¢) Na koliko naé¢ina parovi protivnika mogu formirati povorku?

6. Na koliko nac¢ina 10 osoba moze sjesti oko okruglog stola tako da Romeo
i Julija uvijek sjede skupa?

7. Na koliko nac¢ina mogu za okrugli stol sjesti 6 muskaraca i 6 Zena, tako
da nikoje dvije osobe istog spola ne sjede jedna do druge?

8. Koliko ima peteroznamenkastih parnih brojeva koji imaju znamenke
kao i broj 56079

Rijesenga: 1. a)362880, b)720, ¢)120; 2.a)120 b)96; 3. 8; 4. a)8! b)(8!)2; 5. a)24!, b)24!,
¢)(24)%; 6. 218! = 80640
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1.3.3 Permutacije s ponavljanjem

Multiskup S je skup koji se sastoji od n elemenata s tim da je medu njima
ny jednakih predmeta prve vrste, no predmeta druge, ... ,n; predmeta k-te
vrste,

ny+mng+---+ng=mn.

Tada je broj permutacija multiskupa jednak broju uredenih n-torki s elemen-

tima iz multiskupa:
n!

Primjer 1 Neka je S = {1,1,1,2,3,3}. Koliko ima permutacija skupa S?
Rjesenge:
Kad bi se ispisivale sve uredjene Sestorke:

(1,1,1,2,3,3)

(1,1,1,3,2,3)

(1,1,1,3,3,2)

(3,3,2,1,1,1)
dobilo bi se
6!
31120
permutacija s ponavljanjem. Prilikom ispisivanja permutacija pogodno je
pridrzavati se leksikografskog reda, slicnog poretku rijeci u rijec¢niku.

Pyt = 60

Zadatak 7 Koliko anagrama ima rije¢c MAMA?

Rjesenge:
Nakon ispisivanja dobivamo ih
4!
22 A
TR
Leksikografski, to je
AAMM
AMAM
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AMMA

MAAM
MAMA
MMAA.
Zadaci
1. Kolika anagrama ima rijec MATEMATIK A?

d.

Rjesenje.
10!

118l — 151200

Koliko se peteroznamenkastih brojeva moze zapisati tako da se zna-
menka 3 upotrijebi tri, a znamenka 7 dva puta?
Rjesenge:

5!

U koliko permutacija slova rijeci JUPITER samoglasnici dolaze po
abecednom redu?

Rjesenje. Buduéi samoglasnici moraju imati to¢an redoslijed, svi se samoglasnici
mogu poistovjetiti, pa se permutira multiskup

{J,s,P,s,T,s,R}

na 7'
3 _ '
P} = 55 =840

nacina.

Odjeljak vagona (kupe) ima dvije klupe po 5 mjesta. Od 10 putnika,
njih 4 zele sjediti s licem okrenutim u smjeru voznje vlaka, a troje u
suprotnom smjeru, dok je ostaloj trojici svejedno kako sjede. Na koliko
se na¢ina putnici mogu razmjestiti u kupeu?

Rjesenje. Putnike na svakoj klupi moguée je razmjestiti na 5! nacina. Izabrati
putnika koji ¢ée sjediti u smjeru voznje od onih kojima je svejedno moguce je na tri
nacina. Ukupno:

3- (51?2

nacina

(a) Na koliko se nac¢ina 24 ¢ovjeka mogu podijeliti na 3 brigade sa po
osam ljudi svaka?
Rjesenje. Za svaki poredak 24 ¢ovjeka u red na 24! nacina, moguce je podijeliti
prvoj osmorici majice prve, drugoj osmorici druge i ostalima tre¢e brigade.
Sada nije bitan poredak unutar brigada, pa je broj na¢ina 8!-8!-8! puta manji.
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Isto tako nije bitno kako su brigade poredane, pa je to jo§ 3! puta manji broj
poredaka koji daju drugaciju podjelu po brigadama. Ukupno je

(81)3 - 3!
nacina.

(b) Na koliko je nac¢ina od 24 ¢ovjeka moguée napraviti 8 grupa od po

3 covijeka?
Rjesenge:
24!
(318 - 8!
nacina.

6. Na koliko nacina moze kralj s donjeg lijevog ugla sahovske ploce doci
u njen gornji desni ugao, ako se mora pomicati tako da nakon svakog
pokreta bude blizi cilju?

Rjesenje: svaki je put odreden s nizom od k kosih, v vertikalnih i h horizontalnih
pomaka:

7
(14—k)!
kZ:O T RE — 48639

7. Vrtlar sadi vocke na 100 oznacenih mjesta. Na koliko na¢ina on moze
posaditi 25 jabuka, 25 krusaka i 50 §ljiva?
Rjesenje:
100!
(251)2 - 50!

Racunanje se izvodi po Stirlingovoj formuli ili se koristi algebra. RjeSenje je priro-
dan broj. Uglavnom dobiva se 1.27 - 10*? permutacija s ponavljanjem.

1.3.4 Varijacije bez ponavljanja

Varijacija r-tog razreda od n elemenata je svaka uredjena r-torka medjusobno
razlicitih elemenata iz skupa S, za koji je k(S) = n. Broj

n!
Vn:m:n-(n—l)---(n—r—kl)

Dzepna racunaljka ima program nPr koji racuna varijacije bez ponavljanja.

Primjer 2 Ispisite sve permutacije reda tri za skup S ={1,2,3,4}
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Rjesenje:

123
124
142
143,
pa ih je zaista
4!
= 4-3-2=24.

Zadatak 8 Na koliko nacina 6 osoba moZe posjesti cetiri mjesta u jednom
redu?

Rjesenge:

Na 6-5-4 -3 = 360 razlicitih nacina.

Zadatak 9 Koliko se cetveroznamenkastih brojeva s razlicitim znamenkama
moZe napisati znamenkama {1,2,3,4,5,6,7,8}

Rjesenge:
8!
Vi= _—_ =1680
6 (8 —4)!
Zadaci
1. Koliko se §ifri moze sastaviti od 7 razlicitih slova abecede?
Rjesenje.
30!
30-29-28...-24 = — =10,260.432
23!
nacina.

2. Na atletskom natjecanju sudjelovalo je 14 dugoprugasa. Medalje (zlatnu,
srebrnu i bron¢anu) osvajaju samo prva tri plasirana natjecatelja. Na
koliko se nacina mogu podijeliti medalje?

Rjesenje. Zlatnu moze dobiti teoretski bilo koji od njih 14. Nakon toga, srebrnu
dobiva netko od 13 i bron¢anu nakon prve dvije netko od 12 preostalih:

14-13-12 =2184
3. Ishod nogometnog prvenstva je tablica s poredanih 12 klubova.

17



(a) Koliko ima razlicitih ishoda?
Rjesenje.
12! = 479, 001.600

(b) Koliko je razlicitih oklada ako se kladi na tri prvoplasirana i na
dva koja ¢e ligu napustiti?
Rjesenje.
9-8
12-11~10-T:47520

1.3.5 Varijacije s ponavljanjem

Varijacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata je svaka uredjena
r-torka elemenata iz skupa S, k(S) = n.

Primjer 3 Koliko se cetveroznamenkastih brojeva mozZe napisati od zname-
naka {1,2,4,6,7,8} 7

Rjesenje je
V, = 1296

Primjer 4 Lokot na sifru ima 4 koluta s po 10 znamenaka. Koliko je mogucih
Sifri?

Broj mogucénosti je
Vi = 10%,

Zadatak 10 Na koliko se nacina moZe popuniti listi¢ sportske prognoze, ako

ima trinaest parova, a za svaki par se moze predvidjeti jedan od tri tipa: 1,2
ili X ?

Rjesenje: na 3'3 nacina, jer svaki par ima tri razlicita izbora.

Zadatak 11 Koliko bi se ljudi teoretski moglo razlikovati po zubima koji im
nedostaju, ako odrasli covjek ima 32 zuba?

Rjesenje: 232 = 4,294, 967.296 nacina.
Zadaci

1. Bacaju se dvije kocke. Koliki je broj ishoda?

Rjesenje: Svaka kocka moze imati 6 ishoda neovisno o drugoj kocki:

62 =36
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2.

3.

U sobi je na lusteru 6 zaruljica. Na koliko nacina moze luster svijetliti?
Rjesenje. Svaka zaruljica ima dvije moguénosti: svijetli ili ne. Broj razli¢itih
osvjetljena:

2:2.2-2.2.2=20=64

(a) U gradu je n semafora. Svaki semafor moze svijetliti crveno,
zuto ili zeleno. Na koliko nac¢ina mogu svi semafori svijetliti u
odredenom trenutku?

Rjesenje.
371
nacina.

(b) Na koliko nac¢ina moze svijetliti n semafora, ako k od njih svijetli
za pjesake: crveno ili zeleno?
Rjesenje.

Qk . 3n7k

nacina.

Koliko skup od 4 elementa ima razli¢itih podskupova?
Rjesenje. Za svaki element skupa mogude je odabrati da li je u podskupu ili ne:

24

Koliko skup od n elemenata ima razlicitih podskupova? (2" = 241

Netko je u Zagreb s milijun stanovnika donio vrlo zanimljivu vijest.
Nakon 10 minuta, on je tu vijest saopcio dvojici; svaki od te dvojice je
vijest nakon 10 minuta saop¢io novoj dvojici sugradana, sve dok nisu
svi saznali. Nakon koliko bremena ¢e vijest znati svi Zagrepcani?
Rjesenje. Nakon 10k minuta vijest ¢e znati

1424224+, 42k =9kl _q

ljudi. Nejednadzba
2k+ 1> 10°

daje
k> 18

Nakon
10-19 = 190min = 3h10min

svi ¢e znati.
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1.4 Kombinacije
1.4.1 Kombinacije bez ponavljanja

Kombinacija r-tog razreda od n elemenata je svaki podskup od r elemenata
skupa S, k(S) = n. Racunanje se izvodi po formuli za binomne koeficijente

n n!
K’ = SR L
" (7’) rl-(n—r)!

Na kalkulatoru postoji tipka nCr koja racuna binomne koeficijente.

Zadatak 12 Kosarkaski trener prijavi momcad od 11 igraca. Koliko ra-
zlicitih petorki moZze poslati na parket?

Rjesenje:

Odabir se vrsi tako, da se igrac¢i poredaju u vrstu. To se moze uciniti na
11! nacina. U svakom odabiru prvih pet se posalje na parket. Budud¢i u igri
njihov poredak nije bitan, to je broj petorki 5! puta manji od 11!. Isto tako,
ostalih 6 se moze na klupi posjesti bez obzira na poredak. Tako je broj nacina
jos 6! puta manji od 11!. Konaé¢no, broj petorki je

11!
5!- 6!

ili 462 nacina.

Zadatak 13 Na tulumu su odlucili igrati mini-loto. Uzeto je 10 biljarskih
kugli i izvlaci se pet. Koliko ima kombinacija?

Rjesenge:
Broj kombinacija je
10!

5! 5!
Da li bi bilo vise kombinacija da se izvlace tri kuglice?

= 252.

Zadatak 14 Iz spila od 52 igrace karte na slucajan nacin izvlacimo 8 karata.
Na koliko nacina moZemo isvuci:

1. toéno 3 asa

2. barem 8 asa
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N
(1)) (9)

Posebni binomni koeficijenti:

Zadatak 15 Kolike su vrijednosti

n\. n

0/’ n )’
Zadatak 16 Koliko kombinacija ima loto 7 od 39, a koliko loto 6 od
452 Da li je lakse dobiti na lotu 10 od 407

Rjesenja: 15,380.937; 8,145.060; 847,660.528.

Binomna formula daje koeficijente u potenciranju binoma:
n __ = n n—kik
(a+10) —E%(k)a b

Zadatak 17 U izrazu
(14 2)*

odredite koeficijent uz x2°.

Rjesenge:
30
< 20 ) = 30, 045.015.

Zadaci:

1. Izracunajte:
7 7 101 1001
o (3ol ) ol
Rjesenja: a) 21;b)21;¢)5050;¢)500500
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2. Dokazite da je
n+1)\ n+1/(mn
E+1 ) k+1\k

3. Od 20 kandidata za stolnotenisku momcad, selektor mora izabrati troc¢lanu
reprezentaciju. Na koliko nac¢ina moze izvrsiti izbor?

Rjesenje.
20
( 3 ) = 1140

4. Na koliko se nacina mogu 3 jednake knjige razdijeliti medu 12 ucenika,
tako da svaki ucenik dobije najvise jednu knigu?
Rjesenje. Od 12 ucenika izaberu se trojica koji dobivaju knjigu:

12
( 3 ) = 1320

5. Na maturalnoj veceri bilo je 28 ucenika jednog razreda. Od toga 16
mladic¢a i 12 djevojaka.

nacina

(a) Koliko parova za ples se moze formirati od po jednog mladiéa i
jedne djevojke?
Rjesenje. 192

(b) Na koliko nac¢ina mogu na podiju plesati tri para?
Rjesenje. Tri mladi¢a i tri djevojke moguce je odabrati na

(%)« (%)

nacina, s tim da je kod plesa bitan poredak mladica:

16 12
(3>~(3)~3!739200
6. Od 100 mobitela, 5 ih je s greskom. Na koliko se nacina moze odabrati

10 mobitela, tako da medu njima bude

(a) svih 10 ispravnih?
Rjesenge:

(b) 1 neispravan?
Rjesenje:



(c) 4 s greskom?
Rjesenje:

(d) svih 5 s greskom?

Rjesenje:

1.4.2 Kombinacije s ponavljanjem

Kombinacije s ponavljanjem od n elemenata r-tog razreda je svaki pod-
skup od r elemenata pri ¢emu je dozvoljeno ponavljanje svakog elementa
proizvoljno mnogo puta.

Primjer 5 Neka je skup S = {1,2,3} Permutacije drugog razreda danog
skupa su slijedeci multiskupovi:

{11y {22} {33}
{12} {23}
{13}

T

Racunanje je po formuli:

Sto dajge zaista 5 | = 6 permutacija. Analogno bi bilo postaviti pitanje na
koliko nacina troje ljudi moZe podijeliti dvije kune:

00 2

011

0 20

1 0 1

1 10

2 00

U ovom slucaju multiskupovi imaju po dva elementa koji simboliziraju kune,
a elementi multiskupova se uzimaju iz skupa ljudi

{1,2,3}

kao da se na svaku od kuna nalijepi ceduljica ¢ija je u zadanoj podjeli.
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Zadatak 18 Na koliko se nacina moze 5 bombona podijeliti na cetvero djece.
Pritom svako pojedino dijete mozZe ostati 1 bez bombona,ali moZe dobiti 1 vise
bombona.

Rjesenje. Rjesenje
Prvo dijete dobije nekoliko bombona u vreéici, drugo i trece dijete takodjer, dok ¢etvrto
dobiva bombone bez vreéice. Bombone i vre¢ice moguce je posloziti u niz:

O o0V oV oV o

tako da u svaku vreéicu idu bomboni ispred nje. Posljednje dijete dobiva bombone bez
vrecice. Razli¢ite rasporede dobivamo razmjesajem vreéica i bombona, ukupno

5+4—-1Y\ ([ 5+4-11Y\
()= )
nacina.

Napomena. U prethodnom zadatku radi se o kombinacijama 5-tog
razreda (podjela bombona) skupa od ¢etiri elementa (djeca koja su dobila
bombon).

Svaku podjelu bombona moguée je promatrati kao multiskup od 5 eleme-
nata uzetih iz skupa djece

D =1{1,2,3,4}

kod kojih ne moraju biti uzeta sva cetiri elementa iz D i u kojem se neki
elementi mogu ponavljati. Jedan od skupova je:

pP={1,1,1,2,3}
koji simbolizira podjelu

prvi bombon je dobilo prvo dijete

drugi bombon je dobilo prvo dijete
- tre¢i bombon je dobilo prvo dijete

¢etvrti bombon je dobilo drugo dijete

peti bombon je dobilo trece dijete

Zadatak 19 Na koliko nacina petero ljudi moze podijeliti 24 kune?
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Rjesenje. RjeSenje
Analogno se dijele kune, tako da posljednju dobiva ostatak:

<24+5—1

s 1 ) = 20475

Zadaci

1. Dobavlja¢ narucuje pet istovrsnih proizvoda koji mogu biti ispravni ili
neispravni. Na koliko nacina je mogué¢ odabir?

Rjesenje. Rjesenje je u slaganju pet proizvoda i elementa koji dijeli ispravne i

neispravne:
5+2-11Y\
(75

2. Dobavlja¢ moze nabaviti proizvode prve, druge i trec¢e klase. Na koliko
nacina moze, obzirom na kvalitetu, naruciti tri proizvoda?
Rjesenje. Rjesenje se postize analogno slaganjem:

3+43-1) _
(P53 )=

3. U koliko razlicitih ekipa moze uci ¢etiri ucenika za tri igre, koje igraju
jednu za drugom, ako redoslijed sudjelovanja u igrama ne znaci novu
ekipu, ako

(a) svaki ucenik jedamput sudjeluje u igrama
(b) svaki ucenik sudjeluje vise puta u igrama?

Rjesenje. Rjesenje

()

(1)~
(74

4. U nekom restoranu imaju dvije vrste jela na jelovniku.

(a) Na koliko nacina pet osoba moze naruciti jedno od dvije vrste jela?
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Rjesenje. 2° = 32

(b) Na koliko se nacina moze uéi i naruéiti 5 jela za van ako je moguce
birati izmedu dva moguca?

Rjesenge. (( 2+§_1 ) =6).

5. Na koliko nac¢ina petero djece moze medu sobom razdijeliti 12 jabuka,
10 krusaka i 8 naranci, tako da svako dijete dobije bar po jednu jabuku,

krusku i narancu?
15 3 11
4 ) L4 )\ 4

Rjesenge:
1. Neka su zadane znamenke 2,3,5 i 8. Koliko se od njih moze napisati:

(
(

Zadaci za vijezbanje:

a) Cetveroznamenkastih brojeva

)
b) cetveroznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlicite
(c) Sesteroznamenkastih brojeva

)

(d) dvoznamenkastih brojeva s razlic¢itim znamenkama

Rjesenje. RjeSenja:

4

(a) 74 =44
(b) Py =4l
(c) Vi=4°
(@) Vi = gty

2. Koliko ima razli¢itih karata za putovanje prugom na kojoj je 10 stanica?
Rjesenje. Rjesenje: svaka je karta odredjena s dvije stanice:

V3 =10-9 =90

razli¢itih karata.

Napomena: ako gledamo karte po cijeni i ako cijena ovisi samo o pocetnoj i ciljnoj

stanici, tada je to
K}, = ( 120 > =45

karata, duplo manje od slucaja u zadatku.
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. Na koliko se na¢ina izmedju 10 muskaraca i 10 Zena mogu izabrati dva
muskarca i tri zene?

Rjesenge.
K K3y = ( 120 ) : < 130 ) = 5400
nacina izbora.

. Na koliko se nacina moze razdijeliti 12 karata medju 3 osobe, tako da:

(a) prva dobije 5, druga 4, a treca 3 karte?

Rjesenje.
Ky K3 K3 = ( 152 )-(Z)-(i):zmo

(b) nije odredjen broj karata koji ¢e dobiti svaka pojedina osoba?

Rjesenje.
Fi)g: ( 12+23—1 > _o1

. Koliko ima razlicitih dijeljenja kod ”Bele u ¢etvero”?

Rjesenge.
32\ (24 (16 (8 _
(%) (%)-(9) (%)=
. Izmedju 100 proizvoda ima 15 oSte¢enih. Na koliko nac¢ina mozemo
izabrati 10 proizvoda tako da ih barem osam bude neoste¢eno?

) () (2)(B) ().
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1.5 Problemski zadaci

1. U skupu od 50 proizvoda nalazi se 40 ispravnih, a ostali su neispravni.
Na koliko se nacina moze izabrati uzorak od 5 proizvoda, ali tako da u
njemu budu 3 ispravna i 2 neispravna?

2. Od 7 zena i cetiri muskarca treba izabrati delegaciju. Na koliko se
nacina moze izabrati delegacija ako se ona sastoji od
(a) petero ljudi i to tri zene i dva muskarca,

(b) bilo kojeg broja ljudi ali da je jednak broj Zena i muskaraca u
delegaciji,

(c) petero ljudi od kojih su bar dvije Zene,

(d) petero ljudi s tim da jedno od njih bude veé¢ unaprijed odredjena
zena,

(e) Sestero ljudi, po troje od oba spola, ali u jednoj delegaciji ne mogu
biti zajedno jedan muskarac i jedna Zena za koje se zna da se ne
podnose?

3. Student mora u roku od 8 dana poloziti Cetiri ispita.

(a) Na koliko to na¢ina moze u¢initi?

(b) Na koliko nac¢ina ih moze poloziti ako u jednom danu moze poloziti
najvise jedan ispit?

(c) Koliko je nacina, ako posljednji odluéi poloziti zadnji dan?

(d) Isto kao u c), ali da u danu ne polozi vise od ispita?

4. Sest muskaraca i pet zena moraju stati u red tako da se u redu izmjen-
juju. Na koliko je na¢ina moguce konstruirati takav red?

5. Na zasjedanju nekog studentskog udruzenja prisustvuju 52 studenta, po
13 studenata sa svakog od cetiri fakulteta. Predsjednistvo udruzenja
ima Cetiri ¢lana, tako da u njemu budu predstavnici barem tri fakulteta.
Koliko ima razlicitih predstavnistva?
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Rjesenja problemskih zadataka:

40 10
< 3 )( 9 >_444600.

(c)
(3)-(0)(1)-w
(d)
() -0
(e)
(4)-(8) (2)=or
3. (a)
8% = 4096
(b)
8-7-6-5=1680.
(c)
83 .4 = 2048
(d)
4-7-6-5=840.
4.
6! - 5! = 86400.
5.

4 2
13 13 13
( ) > +4-3-( ) > ( N )_186745,

jer na Cetiri nac¢ina mozete izabrati onoga koji nema predstavnika, dok na tri na¢ina
moze biti izabran fakultet s dva predstavnika.
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2 Vjerojatnost

2.1 Klasi¢na definicija a priori

Slucajan pokus s konacno mnogo jednako mogucih elementarnih ishoda je
takav pokus kod kojeg

- svaki pojedini ishod nije moguée jednoznacno odrediti

- postoji moguénost ponavljanja proizvoljno kona¢no mnogo puta.
Elementarni dogadaj je svaki od konacno mnogo ishoda sluc¢ajnog pokusa:

W1, W2, ...Wy

Prostor elementarnih dogadaja je neprazan skup
Q= {wi,ws,...,wn},
¢iji su elementi
Wi
elementarni dogadaji

Dogadaj je podskup skupa koji se naziva prostorom elementarnih dogad-
jaja:

AcCQ

Vjerojatnost dogadjaja A C (2 racuna se po formuli:

p(A) = ]{;EAi,

>~

gdje je
k(A) =14
oznaka za broj elemenata skupa A.
Primjeri

1. Kolika je vjerojatnost da ¢e kod bacanja simetricnog novcic¢a pasti
" pismo”?

30



2. Kolika je vjerojatnost da ¢e kod bacanja kocke pasti broj 67

3. Kolika je vjerojatnost da ¢e kod izvlacenja jedne karte iz Spila od 32
biti izvucena karta boje "karo”?

4. Ako na sistemskom listi¢u Lota 7/39 igramo 23 broja, kolika je vjero-
jatnost dobitka ”sedmice”?

Nemoguéim dogadjajem naziva se

- prazan skup
0cQ

- bilo koji skup C":
CNQ=10

Sigurnim dogadjajem naziva se skup (2.
Ocito vrijedi:

- p(4) 20

- p(Q) =1

- p(Q\ A) = p(A%) =1 —p(A)

-ANB=0 = p(AUB)=p(4)+p(B)

U teoriji skupova se kolekcija F podskupova nekog skupa €2, koja sadrzi
prazan skup, skup €2, komplement svakog svojeg ¢lana u odnosu na
maticni skup A° = Q\ A, a i zatvorena je na prebrojivu uniju, zove o
- algebra podskupova od ).

Vjerojatnost je tada funkcijsko pridruzivanje
p:F —[0,1]
koje, ako vrijede prethodna svojstva, zajedno s 2 i F ¢ini

Vjerojatnosni prostor:
(p, F, Q).

Neki primjeri vjerojatnosnih prostora:
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1. Neka se slucajni pokus sastoji od bacanja triju razli¢itih novéci¢a. Odred-
ite prostor elementarnih dogadjaja, vjerofatnost svakog od njih i vjero-
fatnost da na bar jednom nov¢i¢u padne ”glava”.

2. Igra na srecu sastoji se od bacanja dviju kocaka. Odredite vjerojatnost
da zbroj na kockama bude veéi od 97

3. U Beli se dijeli osam karata. Odredite vjerojatnost dobivanja:
(a) jednog asa
(b) bar jednog asa

4. Na zidu dimenzija 8 x 5 metara nalaze se ¢etiri prozora svaki dimenzija
1.8 x 1.2 metra. Kolika je vjerojatnost da djecak koji nasumice puca
loptu u zid pogodi bilo koji prozor?

Zadaci

1. Student je izasao na ispit znajuéi 20 od 25 pitanja.Na ispitu se izvlace
tri pitanja. Koja je vjerojatnost da student zna odgovor na:

(a) na sva tri pitanja
(b) na barem jedno pitanje
Rjesenje:

(a) povoljno je da sva tri pitanja budu izabrana od 20 poznatih, $to naprama
ukupnog broja izbora pitanja:

20
p(A) = g 235 ; =0.495
3

(b) suprotno bi bilo da nezna bas nista, pa su Sanse za okladu da bar nesto zna:

( ; )
3
100% — —~—4 = 0.9957

(%)
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. Koja je vjerojatnost da dvije slu¢ajno izabrane osobe imaju rodjendane
istog dana?

Rjesenge:
Q = {@,j4), 1<4,j<365}
A = {(i,i), 1<1i<365}
365-1
P = 365365

. Koja je vjerojatnost da izmedju n osoba budu barem dvije koje imaju
rodjendan istog dana?
Rjesenge:

365-364---(365 —n+1)

pn=1-p(A%) =1

365™
(a) izracunati za broj osoba n = 5.
Rjesenje:
6.3-10'2
=12 2oy
bs 651002 2"

. Iz spila od 52 karte na slu¢ajan nacin, jednu za drugom, izvla¢imo dvije
karte i to

(a) prvu izvucenu kartu vra¢amo u $pil

(b) prvu izvuéenu kartu ne vra¢amo u $pil

Koja je vjerojatnost da izvu¢emo oba asa?

Rjesenje:
4.4
PA) = 5
4-3
PB) = 353

. Koliko je vjerojatno da ¢e dobiti sedmicu na lotu 7/39 onaj tko na
sistemskom listi¢u uplati najveéi broj kombinacija koji se nudi? Koliko
¢e novaca izdvojiti?

Rjesenge: diskutirati sa studentima i postaviti analogon za 6/45.

. Koja je vjerojatnost da dijete dobije Sesticu ako baca triput uzastopce?

Rjesenje se dobiva preko suprotnog dogadjaja, a to je da u tri puta nijednom nije

opala Sestica:
5
p=1- (6)3 = 0.42.
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7. Simetrican novc¢i¢ bacamo 5 puta. Koja je vjerojatnost da je pismo
palo triput?
Rjesenge:

p= ( g ) ~(%)5:0.3125

8. Igramo poker s 52 karte, znaci da biramo 5 karata. Koliko je vjerojatno
da u prvih 5 karata dobijemo
(a) poker (Cetiri iste )
(b) ful (par i tri iste)
Rjesenje:

(a)

() ()
(%)

9. U kutiji se nalazi 4 puta vise ispravnih nego neispravnih proizvoda. Na
slucajan nacin biraju se tri proizvoda. Vjerojatnost da medju njima
bude bar jedan neispravan proizvod iznosi %. Koliko je proizvoda u
kutiji?

Rjesenje: se dobiva iz jednadzbe u kojoj je nepoznanica n broj neispravnih proizvoda.
Tada je 4n broj ispravnih, a zadanu vjerojatnost dobivamo preko negacije suprotnog
dogadjaja, da su sva tri izvucena proizvoda ispravna:

()
()" *

dn(4n —1)(4n—2) 28
sn(5n—1)(5n—2) 57
3mn? —159n+44 = 0
ni2 = 4 n
’ ' 37
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dobiva se da neispravnih proizvoda ima 4, ispravnih 16, dok sveukupno u kutiji ima
20 proizvoda.

10. U kutiji je 12 kuglica: plave, zute i tri crvene. Na slucajan nacin
biramo tri kuglice. Ako vjerojatnost da izaberemo po jednu plavu,
3

zutu i crvenu kuglicu iznosi 17, koliko je zutih kuglica u kutiji?

Rjesenje: zadatka dobivamo jednadzbom po nepoznatom broju zutih kuglica - n.
132 nacina. Povoljno je da to bude
jedna od 3 crvene, jedna od n zutih i jedna od 9 — n plavih:
3N (n) (9—n
1 1 1 3
12 11
3

n(9—n) = 20.

Ukupno se od 12 kuglica tri mogu izvuéi na

Dobivaju se dva rjesenja za broj zutih kuglica: n =5, 4.

11. U dvorani je prisutno 12 studentica i 18 studenata. Slucajnim se
izborom bira tro¢lana delegacija. Kolika je vjerojatnost da su izabrana:

(a) tri studenta
(b) tri studentice

(c) dvije studentice i student?
Rjesenja:

()




12. Kutija sadrzi 12 loptica za stolni tenis, od kojih su 4 lose. Na slucajan
nacin izvadimo odjednom 7 loptica. Kolika je vjerojatnost da ¢e medu
njima biti

(a) najvise jedna losa loptica

(b) 2 lose ili 4 lose loptice

ONOI6
%)
: ()(8)+(3)(2)

13. Koja je vjerojatnost da se Sestica pojavi u n bacanja kocke? NapiSite
formulu po kojoj se vjerojatnost racuna i nacrtajte graf funkcije p =
p(n). Koliko puta treba baciti kocku pa da pojavu Sestice garantira s
vjerojatnosti barem 0,97

Rjesenje:

(a)

(b)

5L

- <0,1

(3 <
n>13

14. Bacaju se dvije kocke. Koja je vjerojatnost da na obje kocke padne isti
broj ili da zbroj bude 87 (53)

3
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15. Koliko je vijerojatno da pri bacanju dviju kocaka na bar jednoj padne
petica?
Rjesenje: se dobiva preko suprotne vjerojatnosti:

5 5 11
=1—p(A)p(B)=1—-. - = —
P p(A%)p(B°) 5 6= 36
gdje je
dogadaj A - na prvoj je kocki pala petica
dogadaj B - na drugoj je kocki pala petica.
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2.2

1.

Problemski zadaci

U kutiji se nalazi 16 proizvoda, od kojih su 4 neispravna. Na slucajan
nacin se izvlac¢i 5 proizvoda. Kolika je vjerojatnost da medju njima
bude barem jedan neispravan?

Student je izasao na ispit znajuéi odgovor na 20 od mogucéih 26 pi-
tanja. Profesor postavlja tri pitanja za redom. Kolika je vjerojatnost
da student zna odgovor:

(a) na sva tri pitanja

(b) na barem jedno pitanje?

Uzorak sadrzi dva puta vise ispravnih nego neispravnih proizvoda. Ako
slucajno biramo cetiri proizvoda, vjerojatnost da medju njima budu
dva ispravna i dva neispravna iznosi 30/91. Koliko proizvoda sadrzi
uzorak?

U kutiji se nalazi 20% manje bijelih nego crnih kuglica. Na slucajan
nacin biramo dvije kuglice. Ako vjerojatnost da izvuc¢emo barem jednu

bijelu kuglicu iznosi %, koliko je crnih kuglica u kutiji?

Iz kutije u kojoj se nalaze 4 plave, 5 zutih i crvene kuglice, na slucajan
nacin izvla¢imo dvije kuglice. Vjerojatnost da ne izaberemo nijednu
crvenu iznosi 30%. Koliko je kuglica u kutiji?

U kutiji je 15 kuglica: crvene, plave i tri zute. Na slucajan nac¢in biramo
tri kuglice. Vjerojatnost da izaberemo po jednu crvenu, plavu i zutu

iznosi 33. Koliko je plavih kuglica u kutiji?

13
Koji postotak peteroznamenkastih brojeva

(a) sadrzi znamenku 5,

(b) djeljiv je s 20, a ne sadrzi znamenke 8 i 97

U kutiji se nalazi 50% viSe bijelih nego crvenih kuglica. Na slucajan se
nac¢in biraju tri kuglice. Ako je vjerojatnost da izvu¢emo jednu crvenu
kuglicu i dvije bijele jednaka 0.5, koliko je bijelih kuglica u kutiji?

38



2.3 Geometrijska vjerojatnost

Neka je moguée uzeti mjeru skupu €2 i svakom njegovom podskupu. Vjero-
jatnost dogadaja A tada je:

_ w4
MM_MW'

Primjer 6 U krug je upisan kvadrat. Kolika je vjerojatnost da s propisane
udaljenosti pikado pogodi dio kruga izvan kvadrata?

Rjesenje je jasno iz nacrtane situacije i racun je slijededi:
B 272 2
P=r =1
Zadatak 20 Prometna nesreca dogodila se izmedu § v 9 sati. Koliko je
vjerojatno da se dogodilo izmedu 8 : 25 ¢ 8 : 407

Vjerojatnost je u omjeru minuta:

15
_ 22 259,
P=go = %%

Zadatak 21 Dwva vlaka duljine 200m kreéu se brzinom 72km/h prugama
koje se medusobno kriZaju. Trenutak u kojem ce oni uci u kriZanje slucajan
je izmedu 22 sata i 22 : 30. Koja je vjerojatnost da cée se vlakovi zakaciti?

Neka je
x - trenutak ulaska prvog vlaka u krizanje
y - trenutak ulaska drugog vlaka u krizanje

Ako prvi vlak ude u krizanje tocno u 22 sata stavimo x = 0, a u 22 : 30,
onda neka je x = 1800. Sada je

(z,y) € [0,1800] x [0, 1800]

Dakle, €2 mozemo nacrtati u XOY ravnini kao kvadrat. Mjere su iskazane
u sekundama. Unutar kvadrata 1800 x 1800 rjesava se nejednadzba uvjeta
njihovog susreta:




Trazena vjerojatnost je

B 18002 — 1790

T

p

Zadaci

1.

Iz intervala [0, 10] biraju se dva realna broja. Kolika je vjerojatnost da
njihov zbroj bude veci od 8, a apsolutna vrijednost njihove razlike veéa

od 37 (2%

200

. Iz intervala [0, 1] na slu¢ajan nacin biraju se dva broja. Kolika je vjero-

jatnost da njihov zbroj bude veci od %, a apsolutna vrijednost njihove
razlike manja od %?

Iz intervala [—1, 1] biraju se dva broja. Kolika je vjerojatnost da njihov
zbroj bude pozitivan, umnozak negativan, a zbroj kvadrata mani od 17

Iz intervala [0, 2] na slu¢ajan se nacin biraju dva broja. Kolika je vjero-
jatnost da njihov zbroj bude manji od 3, a razlika po apsolutnoj vri-
jednosti manja od 17

Decko i cura dogovore susret izmedu 7 : 00 i 8 : 00 na trgu. Dogovore
se, da ono koje dode prvo, ¢eka drugo 20min. Kolika je vjerojatnost
da ¢e se ipak susresti?

2.4 Uvjetna vjerojatnost

Neka su A i B dogadaji iz vjerojatnosnog prostora 2. Rac¢unamo vjerojatnost
da se dogodio dogadaj A uz uvjet da nam je poznato da se dogodio dogadaj

B.

Primjer 7 Kocka je bacena i pao je neparan broj. Kolika je vjerojatnost da
je pao tri? Kolika je vjerojatnost da je pao broj dva?

Trazena vjerojatnost je 1 : 3 = 33,3%.
Opcenito formula koja racuna uvjetnu vjerojatnost je

p(AN B)

p(A/B) = (B
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Zadatak 22 Vjerojatnost da su oba blizanca muskog spola je 40%, a da su
Zenskog je 35%. Pri porodu, prvo se rodilo musko. Koja je vjerojatnost da i
drugo bude musko?

Blizanci se mogu donijeti na svijet na tri disjunktna nacina:
A - dva djecaka
B - dvije djevojcice
C - djevojcica i djecak

Trazi se

p(AN(AUC))
p(ANB)

0,4

0,65

= 61,5%

p(A/(AUC)) =

Dogadaji A i B su nezavisni, ako informacija o dogadaju B ne utice na
vjerojatnost dogadaja A. Tada je

B _ p(AnB)
p(A/B) =p(A) = W

i slijedi
p(ANB) =p(A) - p(B).

Primjer 8 Dobar, los i zao strijelac gadaju metu. Dobar pogada s vjero-
jatnoséu 80%, los sa 60% i zao s 90%. Koliko je vierojatno da v meti zavrsi
samo jedan metak, ako sva trojica gadaju samo s po jednim metkom?

Budu¢i pogodak ili promasaj bilo kojeg od njih ne utice na gadanje ostalih,
trazena vjerojatnost je:

p=0,8-0,4-0,1+0,2-0,6-0,1+0,2-0,4-0,9=11,6%.
Zadaci:

1. Tri strijelca gadaju jednu te istu metu. Vjerojatnost pogotka kod
svakog strijelca redom iznosi 80%, 70% i 60%. Kolika je vjerojatnost
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(a) tocno jednog pogotka u metu
(b) bar jednog pogotka u metu
(c) najvise dva pogotka u metu
2. Vjerojatnost da avion bude oboren prije nego $to dospije do cilja je 5%.

Ako dospije do cilja, avion ga uniStava s vjerojatnosti od 40%. Koja je
vjerojatnost da avion unisti cilj? (0,38)

3. Na stolu su dvije jednake, neprozirne kutije. U prvom su kuglice s
brojevima 24,6 i 8. U drugoj su kuglice s brojevima 1,3,5 1 7. Na
srecu biramo kutiju i izvla¢imo kuglicu. Ako je na njoj paran broj, iz
iste kutije izvucemo jos jednu kuglicu. U suprotnom izvlacimo iz druge
kutije. Kolika je vjerojatnost da je izvucen jedan paran i jedan neparan
broj?

Rjesenje zadatka je u opisu postupka povoljnog izvlacenja kada je
pozeljno odabrati drugu kutiju. Vjerojatnost je 50%

2.5 Potpuna vjerojatnost. Bayesova formula.
Potpun sistem dogadaja cine dogadaji
Hy,Hy,...H, C

ako vrijedi slijedece:

Ju = ©

Formula totalne vjerojatnosti dogadaja A C 2 je formula:

n

p(A) = ZP(A/Hi) ‘P(Hz‘)

=1

Bayesova formula sluzi za aposteriorno izracunavanje vjerojatnosti poje-
dinih hipoteza ako je poznato da se dogodio dogadaj A:

-p(A/H;)

‘ _ p(H;)
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Zadatak 23 Zarulje se proizvode u tri pogona. Prvi pogon daje 50%
proizvodnje, drugi 30% i treéi 20%. Postotak neispravnih Zarulja iz
prvog pogona je 10%, iz drugog 15%, a iz treceq 8%. Kolika je vjerojat-
nost da je slucajno izabran proizvod neispravan? Kolika je vjerojatnost
da je meispravan proizvod proizveden na prvom stroju?

Sistem hipoteza u ovom slucaju:

H, - proizvod je iz prvog pogona
H, - proizvod je iz drugog pogona

Hj - proizvod je iz treéeg pogona
Vjerojatnosti hipoteza i uvjetne vjerojatnosti su:

p(H1) =05 p(A/H)=0.1
p(Hy) =0.3 p(A/Hy) =0.15

Formula totalne vjerojatnosti daje:

p(A) = ip(A/Hl) -p(H;) =0.131

i=1
Odgovor na drugo pitanje daje Bayesova formula:

p(A/Hy) - p(A)
p(A)
0,1-0,5
0,131
- 0,38

p(H/A) =

Zadaci:

1. Jedan tip proizvoda izraduje se 4 stroja. Na stroju S; izraduje
se 40% proizvodnje od cega je 0,1% skarta, na S, se radi 30% i
od tiga je 0,2% skarta, na S3 20% sa 0,25% skarta i na Sy 10%
proizvodnje sa 0, 5% skarta. Kolika je vjerojatnost:

(a) da je proizvod dobar
(b) ako je skart, da je izraden na stroju S;?
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2. Strijelci Mate i Ante, svaki sa po jednim metkom, gadaju cilj.
Mate pogada s vjerojatnosti 0,8, a Ante s 0,4. Utvrdeno je da je
meta pogodena jednim metkom. Kolika je vjerojatnost da je metu
pogodio Mate?

3. U uzorku ispitanika, u kojem je dio muskaraca 55%, 70% muskaraca
i 60% zena pusi. Kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrana os-
oba pusi? Kolika je vjerojatnost da je slucajno odabrana osoba
koja pusi, muskarac?

3 Slucajne varijable

Slucajna varijabla je veli¢ina koja se dobije mjerenjem u vezi s nekim slucajnim
pokusom. Ona poprima svoje vrijednosti uz odredene vjerojatnosti.
Neka je {2 vjerojatnosni prostor. Slucajna varijabla je funkcija

X:Q— R,

tako da vrijedi:
r€R=X"1(z)C.

Postoje diskretne i kontinuirane slucajne varijable.

3.1 Diskretne slucéajne varijable

Skup vrijednosti
X(Q) = {xl, o, .. }

je konacan ili prebrojiv. Uglavnom ¢e se promatrati konacni skupovi.
Takva definicija omogucava prirodnu funkciju gustoce vjerojatnosti

f=poX':R—[0,1]
gdje je
p:Q—[0,1]

funkcija vjerojatnosti definirana na prostoru dogadaja 2.
Funkcija gustoce vjerojatnosti ima slijedec¢e osobine:

1.
flx) =0
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> fla) =1

z€ER

Zadatak 24 Slucajan pokus je bacanje dviju kocaka. Slucajna varijabla neka
je zbroj na kockama. Odredite prostor elementarnih dogadaja, skup vrijed-
nosti slucajne varijable 1 funkciju gustoce vjerojatnosti, a zatim nacrtagte graf
funkcije gustoce vjerojatnosti.

Rjesenje:

e prostor dogadaja:

Q={(,j); 1<i,j<6},

e vrijednosti slucajne varijable:

X(Q) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}

e funkcija gustoce vjerojatnosti dana je tablicom:

X [2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
f(X)‘i2345654321

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Funkcija gustoce vjerojatnosti jednaka je nuli za realne brojeve koje slucajna
varijabla ne poprima. To se najbolje moze predociti graficki.
Primjer

1. Bacanje dviju kocaka ima za slucajnu varijablu manji od brojeva koji
su pali. Odredite prostor elementarnih dogadaja, vrijednosti slucajne
varijable i funkciju gustoce vjerojatnosti.

Funkcija vjerojatnosti kod diskretnih sluc¢ajnih varijabli jednaka je funkciji
gustoce vjerojatnosti:

Oznaka
(X =) =p(X ()

predstavlja vjerojatnost dogadaja u kojem slucajna varijabla poprima
vrijednost x.
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Funkcija distribucije slucajne varijable X kumulativna je funkcija:

Fx(x) = p(X < 2),

Vjerojatnost p(X < z) jednaka je vjerojatnosti da sluc¢ajna varijabla
poprimi vrijednost manju ili jednaku vrijednosti z:

p(X < x) U X!
y<z
Funkcija distribucije
F:R—10,1]
je funkcija:
- neopadajuca
- neprekidna sdesna
- vrijedi:
lim F(z) = 0;
lim F (x) = 1.

Zadatak 25 Slucajna varijabla kod bacanja igrace kocke X = vrijednost je
okrenutog broja. Odredite prostor elementarnih dogadaja, vrijednosti slucajne
varijable, nacrtajte funkciju gustoée vjerojatnosti i funkciju distribucije.

Rjesenje:
e 0=1{1,2,3,4,5,6}
e X(Q)=1{1,2,3,4,5,6}
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Matematicko ocekivanje diskretne slucajne varijable X je broj:

Varijanca diskretne slucajne varijable je matematicko ocekivanje kvadrata
odstupanja slucajne varijable od oc¢ekivanja:

VarX = E[(X — EX)?] = Z(x — EX)* - p

Algebarski se moze dokazati

VarX = EX? — Zl’ — (EX)%

Standardna devijacija je mjera rasipanja rezultata i racuna se po formuli
=VVarX.

Vjerojatnost da je slucajna varijabla poprimila vrijednost unutar inter-
vala
[EX — 0, EX + 0]

nije manja od 68%.

Primjer 9 Odredite matematicko ocekivanje i standardnu devijaciju u za-

datku 25.
(rjesenje: EX =3.5,VarX =)

Zadatak 26 U kutiju sa devet bijelih ping-pong loptica ubacene su tri Zute.
Bira se uzorak od tri loptice. Slucajna varijabla je broj Zutih loptica u uzorku.
Odredite matematicko ocekivange i standardnu devijaciju. Kolika je vjerojat-
nost da su izvucene barem dvije Zute?

(rjesenje: EX =0.75, 0 =, p(X > 2) = &)

Zadatak 27 U kutije se nalaze 24 kuglice, od kojih su 4 sarene, dok su ostale
pune, jednobojne kuglice. Kuglice izvlacimo jednu za drugom dok ne izvucemo
jednobojnu kuglicu. Kuglice su jednake po masi i velicini. Ako je slucajna
varijabla jednaka broju izvucenih kuglica, odredite ocekivani broj izvlacenja,
standardnu devijaciju i nacrtajte funkciju distribucije.
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(rjesenje: EX = 1,195, VarX =)

Zadatak 28 Dwva strijelca gadaju metu s po jednim metkom. Vierojatnost da
prui strijelac pogodi metu je 70%, a da je pogodi drugi iznosi 40%. Slucajna
varijabla broj je pogodaka u metu. Odredite slucajnu varijablu, ocekivanje,
varijancu i funkciju distribuciju slucajne varijable.

(rjesenje: EX = 1.1, VarX =045, 0 =)

Zadatak 29 Tri strijelca gadaju metu s po jednim metkom i pogadaju je s
vjerojatnostima 0.9, 0.7 i 0.6. Slucajna varijabla je broj pogodaka u metu.
Nadite gustocu i distribuciju vjerojatnosti, ocekivangje i vjerojatnosti da ce
meta biti

- bar jednom pogodena
- bar dvaput pogodena
(rjesenje: EX = 2.2, p(X >0)=0.998, p(X >2)=1—-F(1) =1-0.167.)

Zadatak 30 Igrac baca 3 novcica. Dobiva 5 ako padnu 3G, 3 za 2G i 1 za
jednu “glavu”. Igrac gubi 15 za 3P. Odredite funkciju gqustoée vjerojatnosti za
slucagnu varijablu X -dobitak w igri. Izracunajte ocekivangje slucajne varijable.
Da li je igra postena?

Rjesenje
X -15 1 3 5
e Slucajna varijabla i pripadne vjerojatnosti dane su u tablici:  f(x) % g % %
—15 3 9 b
v f@) | % § & s

e ocekivanje je zbroj zadnjeg retka i iznosi

2
E(X) =2 =025

e [gra je na strani igraca, jer se ocekuje prosjecan dobitak po igri od
cetvrtine Eura.

Zadaci:
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. Prirodni broj naziva se prostim, ako ima tocno dva razlicita djelitelj, a
slozenim ako ima viSe od dva razlicita djelitelja. Bacamo kocku. Prosti
broj donosi tri boda, slozeni donosi dva, a ako padne broj koji nije niti
prost niti slozen, tada igra¢ dobiva 11 bodova. Nadite ocekivani broj
bodova i standardnu devijaciju.

(Rje§enje: w=4,0=32

)

. U kutiji se nalazi jedna bijela, dvije crne, cetiri crvene i jedna prlava
kuglica. Ako igra¢ izvuce bijelu, gubi cetiri kune, za crnu gubi 5 kuna,
a za trvenu dobiva dvije kune. Odredite oc¢ekivanje i ocijenite da li je
igra postena?

Rjesenje: p=—1, NE

. Simetri¢ni novéi¢ baca se sve dok se ne pojavi glava ili pet pisama za re-
dom. Odredite ocekivani broj bacanja novcica i standardnu devijaciju.
(Rjesenje: p=1.9, 0 =1.2)

. Meta za zracnicu promjera je 20cm. Ona se sastoji od tri koncentricna
kruga. Prvi krug ima promjer 4cm, a drugi 12cm. Pogodak u unutrasnji
krug nosi 10 bodova, pogodak u prvi slijede¢i prsten nosi 5 bodova, a
pogodak u vanjski prsten nosi 3 boda. Vjerojatnost da strijelac uopce
pogodi metu je 50%. Ako je slucajna varijabla broj dobivenih bodova,
nadite njeno ocekivanje i standardnu devijaciju.

(Rjesenje: p=1.96, c = 1.76)

. Igrac¢ baca dva simetri¢na novci¢a. On dobiva 10kn ako se pojavi jedna
glava, 20kn ako se pojave dvije glave i gubi 50kn ako se ne pojavi glava
ni na jednom novci¢u. Da li je igra postena?

(Rjesenje: u = —0.25, NE)

. Igra¢ baca dva simetri¢na nové¢i¢a. Dobiva bkn u slucaju javljanja dvije
glave, 2kn u slucaju jedne glave i 1kn ako se glava ne pojavi. Koliko
igra¢ treba igru platiti organizatoru, pa da bude postena. Troskova
dodatnih nema.
(Rjesenje: 2.5kn.)

. Ako se na radaru uhvati neprijateljski avion, tada ispaljena raketa s
20% pogada rep, s 30% krilo i s 50% trup. Pogodi li krilo ili rep, avion
je sruSen, a u trup trebaju tri rakete za obaranje aviona. Avion je
uhvacen u radar i otvorena je vatra raketama. Odredite oc¢ekivani broj
ispaljenih raketa.
(Rjesenje: p = 1.75)

. Strijelac koji ima cetiri metka, gada cilj dok ga ne pogodi. Ako je
vrerojatnost pogotka cilja pri svakom gadanjui 80%, odredite ocekivani
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broj hitaca i standardnu devijaciju.
Rjesenje: pn = 0.546, 0 = 1.248)
3.2 Binomna razdioba

Binomna razdioba ili binomna distribucija pretpostavlja n ponavljanja jednog
te istog slucajnog pokusa koji moze imati samo dva ishoda:

- 7uspjeh”, kojem se vjerojatnost oznacava s p
- "neuspjeh”, kojem je vjerojatnost ¢ =1 —p

Slucajna varijabla X koja je jednaka broju uspjeha u n ponavljanja pokusa
zove se Binomna slucajna varijabla.

Parametri Binomne sluc¢ajne varijable su
- broj ponavljanja pokusa n
- vjerojatnost "uspjeha” p
Oznaka binomne sluc¢ajne varijable je
X ~ B(n,p)

Funkcija gustoée vjerojatnost definira se preko vjerojatnosti

n —k
pt g™ x=0,1,...n
flz) = <x> b
0, x#0,1,...n

Funkcija distribucije vjerojatnosti racuna se zbrajanjem:

Py =X <0 =3} ) oot

k<w

Matematicko ocekivanje slucajne varijable
EX =np

Varijanca binomne slucajne varijable je

VarX = npq
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Primjer 10 Neka je X ~ B(6,0.7), gdje jen =6, p=0,7. Koristeéi tablicu
wspisite funkciju gustoce vjerojatnosti, funkciju distribucije, izracunajte matematicko
ocekivange i varijancu. Nacrtajte grafove funkcija gustocée i distribucije vjero-
jatnosti.

Funkcije su zadane tablicom:

X 0 1 2 3 4 5 6
f(X) | 0.0007 0.0102 0.0595 0.1832 0.3241 0.3136 0.1187 Pripop-

F(X) | 0.0007 0.0109 0.0704 0.2536 0.5777 0.8813 1
unjavanju tablice mudro je koristiti se tablicama.

EX = np=4,2
VarX = 12,6

Zadatak 31 Vjerojatnost pogotka u metu je 0,75. Meta se gada cetiri puta.
Nadci:

a) skup vrijednosti sluc¢agne varijable broja pogodaka u metu
b) f(z),F(x), EX,VarX
c¢) vjerojatnost da je meta pogodena barem jednom

d) vjerojatnost da je meta promasena bar jednom

Rjesenje zadatka pod

a) vrijednosti slucajne varijable B(4,0.75) su

X =1{0,1,2,3,4}

b) gustoca vjerojatnosti

v_( O 1 2 3 4
~\ 0.0039 0.0469 0.2109 0.4219 0.3164
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funkcija distribucije

0, x <0
0.0039, 0<x<1
0.0508, 1<z <2
F(@) =14 02617 2< <3
06836 3<z<4
1 z >4

EX = np=3
VarX = npq=0.75
¢) bar jedan pogodak je vjerojatan
plx>1)=1—-p(z<1)=1-p(0)=0.996
a bar jedan promasaj

p(z < 4) = F(3) = 0,6863

Zadatak 32 Operacija uspjeva u 75% slucajeva. Koliko je vjerojatno da
75% od 8 pacijenata ima uspjelu operaciju?

Rjesenje zadatka:
e uociti binomnu razdiobu B(8,0.75)
e izracunati 75% od 8 da je 6

e izracunati ili prepisati iz tablice

plr=6) = <2>ww§wm§6

= 28-0.18-0.0625
0.315

Teorem 2 Kod binomne razdiobe X ~ B(n,p) najveéa vierojatnost pripada
onoj diskretnoj vrijednosti slucajne variyjable xo za koju vrijedi:

np—q < ro<np-+q
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Primjer 11 Automat izraduje proizvod i daje 8% defektnih proizvoda. Proizvodi
se bez kontrole pakiraju u kutije od po 30 komada. Koliko Se neispravnih
proizvoda biti najéesce u kutiji?

Rjesenje primjera jednostavna je primjena teorema za
n = 30
p = 0.08
30-0,08—-0,95< 2o <30-0,08+0,95
1,48 < zp < 2,48

J/’O:Q

3.3 Poissonova distribucija

Poisonova razdioba grani¢ni je sluc¢aj binomne distribucije kada n — in fty,
a vjerojatnost "uspjeha” je relativno mala:

im (") e
n—in fty T p q - ;1;!’
gdje je
np
= 0,1,2,...

Dobri se rezultati postizu za np < 10. Funkcija gustoce vjerojatnosti definira
se preko funkcije vjerojatnosti. Funkcija distribucije, oc¢ekivanje i varijanca
racunaju se prema formulama:

A
flz) = GA'E
\Y
F(z) = Ze"\-—'
y<z Yy
EX =)\
VarX = A\

Primjer 12 Neka skola tma 2190 ucenika. Koliko je vjerojatno da je pet
ucenika rodeno na Novu godinu? Koja je vierojatnost da su barem tri ucenika
rodena na Novu godinu?
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Rjesavanje zadatka bilo bi neprikladno pomoc¢u binomne razdiobe, jer je

n=2190,ap= 3%5. Parametar A dobiva se iz jednakosti

A=np=256

Vjerojatnost da je totno pet ucenika rodeno na Novu godinu jednaka je vri-
jednosti gustoce vjerojatnosti za x = 5:

65
plz=5)=f(5)=e". = = 0,16062

Vjerojatnost da su barem trojica rodeni na Novu godinu dobiva pomocu
funkcije distribucije:

plx>3)=1-pxz<2) = 1-F(2)

= 1=(fO)+f(1)+f(2)
= 10,9380

Umjesto racunanja mozemo se koristiti tablicama.

Zadatak 33 Statisticki je utvrdeno da je 1% ljevorukih ljudi. Kolika je
vjerojatnost da izmedu 200 slucajno izabranih osoba bude

a) tocno cetiri ljevaka
b) ne mange od cetiri ljevaka
Rjesenje zadatka trazimo Poissonovom razdiobom, bududi se radi o
X ~ B(200,0.01)
Ocekivani broj ljevorukih ljudi u uzorku od 200 ljudi je
np=A=2<10
Koristedi tablice, dobivamo prvi odgovor:

24

=T e¢? = 0.0902

p(X =4) = f(4)
i odmah zatim i drugi odgovor:

plr>4)=1—plx<3)=1—-F(3)=1-0,8571 =0, 1428.
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Zadatak 34 Telefonska centrala ima prosjecno po satu 300 zahtjeva za us-
postavljanjem telefonske veze. Centrala mozZe u minuti ostvariti maksimalno
10 veza. Kolika je wvjerojatnost da ce centrala biti preopterecena wu toku
proizvolyne minute, ako se broj zahtjeva ravna po Poissonovom zakonu vjero-
jatnosti.

Rjesenje zadatka trazi otkrivanje parametra A. Ako matematicko ocekivanje
predstavlja ocekivanu vrijednost slucajne varijable, a u ovom zadatku o¢ekujemo

u minuti
300 B

— =95
60
poziva, to je
A=5

Buduci preopterecenje vrijedi kad je broj zahtjeva

x > 10
p(r >10) = 1—p(z <10)=1- F(10)
= 1-0,9863 =0,0137

Zadatak 35 Od milijun stanovnika jednog grada smrtno je stradalo u promet-
nim nesrecama u toku jedne godine 730 osoba. Kolika je vjerojatnost da u
jednom danu

a) ne bude nastradalih
b) nastradaju petorica
c¢) ne nastrada vise od trojice?

d) Uz vjerojatnost od 95% prognozirajte gornju granicu broja poginulih u
jednom danu, ako je taj broj slucajna varijabla Poissonove razdiobe.

Rjesen je zadatak ako izracunamo parametar A, koji odgovar oc¢ekivanom

broju od, nazalost,
730

=2
365

smrtno stradala gradana.

a) p(z =0) = £(0) = e 22} = 13.5%
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b) p(z =5) = f(5) = e 22 =3.6%

c) iz tablica: p(z < 3) = F(3) = 67.7%

d) Problem je rijesen kada se otkrije onaj broj stradalih = za koji je
p(X <z)=0,95

Iz tablica distribucije to je nepoznata vrijednost = za koju je

F(z)=0,95
dakle x = 4.
Bez tablica, rjesavanje bi bilo gotovo nemoguce i moralo bi se izvoditi
pogadanjem.
Zadaci

1. Broj automobila koji dolaze na parkiraliste u jednom satu imaju Pois-
sonovu razdiobu s oc¢ekivanim brojem od 25.3 automobila u jednom
satu. Kolika je vjerojatnost dolaska automobila na parkiraliste u inter-

valu od pet minuta kada je parkiraliSte popunjeno?

2. Broj automobila koji dolati na raskrs¢e ima Poissonovu razdiobu s
ocekivanjem dolaska 12.5 automobila u 3 minute. Kolika je vjerojatnost

dolaska vise od 5 automobila u 30 sekundi?

3.4 Kontinuirane slucajne varijable

Slucajna varijabla
X: Q- X(Q)

poprima vrijednosti na neprebrojivom skupu:
X(Q) CR.
Funkcija distribucije slucajne varijable je funkcija
F:R—R

koja ima slijedeca svojstva:

56



1) neopadajuéa
2) neprekidna
3) F(—o0) =0, F(+o00) =1

Funkcija gustoée vjerojatnosti je nenegativna funkcija
g: R— R,

takva da je

sa svojstvima

1) g(x) >0, z€R
2)
/ T g)dt =1

Iz definicije slijedi da je
g(x) = F'(x).

U slucaju da se lijeva i desna derivacija razlikuju, odaberemo lijevu
derivaciju.

Funkcija vjerojatnosti definira se

a) preko funkcije gustoée vjerojatnosti:

pla <z <b)= /bg(t)dt

a

b) odnosno preko funkcije distribucije:
pla <z <b)=F(b)— F(a)
c¢) dok vrijedi da je

p(X =x2)=0, VzeR.
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Primjer 13 Slucajna varijabla X zadana je funkcijom distribucije

0, x <0
F(z) = ixQ, 0<x<2
1, T > 2

a) Nacrtati funkciju distribucije
b) Naéi funkciju gustoée i nacrtati je

¢) Odredite p(x > 1) i p(1 < z < 1.5)

Rjesenja.
b)
0, x <0
g(z) =1 32, 0<z <2
0 x> 2

¢) pl<z<1b5)=2

Matematicko ocekivanje kontinuirane slucajne varijable

E(X)= /+oo zg(x)dx

—0o0

Varijanca kontinuirane slucajne varijable

Var(X) = /

—00

+0o0 “+oo

(v = B(X))g(a)da = |~ a?g(w)dw — (B(X))*

Zadatak 36 Odredite matematicko ocekivanje i varijancu iz primgjera.

Rjesenje. Dobiva se izravno po definiciji, no potrebno je integrirati po di-
jelovima:

0 2 ] +o0
EX) = / Oxd:v—l—/ x-§xdaf;—|—/ x - 0dx
oo 0 2

4

O D Wl

Zadaci:
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1. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gusto¢om vjerojatnosti

krx, 0<x<5
g(x)z{

0, ostalo
(a) odrediti k
(b) odrediti funkciju distribucije
(c) izracunati p(z < 3), p(2 <z < 4) ip(z > 4)
(d) izracunati E(X), Var(X).
(rjesenja: k = Z; g(z) = Zz, 0 < x < 5; ostalo 0; F(z) =

0, x <0
%LE% 0<x<d aplz%apQZ%ip?):%')

1 T >D

2. Gustoca vjerojatnosti slucajne varijable X dana je sa

B

) Acosx, -5 <u
g9(x) = { 0 |z >

I A

Izracunajte vrijednost parametra A, odredite i nacrtajte funkciju dis-
tribucije, matematicko ocekivanje i varijancu. Odredite p(—§ <z < %

iplx>%. (1 A=05 E(X)=0,p = ? ipy =0.25)

3. Zadana je gustoca slucajne varijable X:

Jal—2%), -1<z<1
)= { 0, ostalo
a) Odredite vrijednost parametra a i nacrtajte graf funkcije gustoce

().
b) Nadite i nacrtajte funkciju distribucije F(x).
c) izracunajte matematicko ocekivanje E(X)

d) odredite p(X > 0,5).
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3.5 Uniformna razdioba

Funkcija gustoce vjerojatnosti uniformne razdiobe
k, a<zx<b
o~

0, ostalo
Konstanta k racuna se iz zahtjeva

/;Oo:/abkdx = k(b—a) =

1
k =
b—a
Funkcija distribucije
z 1 T —a
(z) a b—a b—a
0, r<a
= i:ga a<z<b
1, b<zx
Matematicko oc¢ekivanje uniformne razdiobe
b b
EX :/ xf(x)dx = a—2|— :
Varijanca
(b—a)?
VarX =
ar TR

dok je standardna devijacija
oc=vVarX.

Zadatak 37 Dojavijeno je policiji da svake noci izmedu 2 i 3 sata kroz cr-
veno projuri jedan te isti auto. Nacrtajte funkciju gustoce vjerojatnosti i
funkciju razdiobe. Izracunajte matematicko ocekivange @ standardnu devi-
jaciju. Koliko je vjerojatno da ce proci kroz crveno:

a) toéno u 2 :25
b) prije 2 : 15
c¢) izmedu 2 :35 i 5:00

d) prije 8 : 00 sati
(Rjesenje:a)p = 0;b)p = 25%;c)p = 2;d)p = 1)



3.6 Eksponencijalna razdioba

Eksponencijalna razdioba zadana je pozitivnom konstantom A > 0. Funkcija
gustoce vjerojatnosti slucajne varijable ¢:

e ™ >0
1) = { 0, ostalo

Uvjet normiranosti je zadovoljen:

+00 +00 e~ At
/ F(t)dt = / AeMdE = X
—00 0 -

= —(lime™ —1)

t—oo

jer je

lim e = 0.

t—o0
Oznaka t slu¢ajne varijable sugerira njeno znacenje vremenskog trajanja koje
je vjerojatnije ako je krace. Obicno su to trajanja usluga na Salterima, vri-
jeme izmedu dva nailaska vozila, vrijeme potrebno za otpremu telegrama,
putovanje E-maila...

Funkcija distribucije daje vjerojatnost da se ne prekoraci predvideno vri-

jeme za obavljanje usluge:

F(t)=1—e"
Vjerojatnost da usluga traje od najmanje a do najvise b vremenskih jedinica:
pla <t <b)=e " —e ™,

Ocekivano trajanje usluge je

1
E(t) =~
=5
uz varijancu
1
Var(t) = IVl
odnosno standardnu devijaciju
1
o= —.
A
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Zadatak 38 Vremenski razmak izmedu vozila koja prelaze preko pjesackog
prijelaza slucajna je velicina eksponencijalne distribucije. Prometno opterecenje
ulice iznost 600 vozila po satu. Izracunagte:

1. vjerojatnost da nastupi razmak veéi od 10 sekundi
2. vjerojatnost da razmak izmedu nailazaka bude 5-10 sekund:

3. odredite onaj razmak u sekundama iznad kojeg je vjerojatnost 5%.

Rjesenje:
Eksponencijalna je distribucija odredena jednim parametrom:
1
A= ——
EX

Buducdi se ocekuje 600 vozila po satu, to je, u sekundama, oc¢ekivani razmak
izmedu dva vozila

3600

600
a eksponencijalna razdioba u ovom zadatku dana je formulom gustoce vjero-

jatnosti

EX = = 0s,

t>0.

=
=
I
\
('b‘
o+

1. vjerojatnost da nastupi razmak veci od 10s je:

pt>10)=1—p(t<10)=1—-F(10) = 1—(1—¢ %)

|
o
ols

18.9%

2. vjerojatnost razmaka od 5 do 10s je
10

p(5<t<10)=e6—c 5 = 24.6%

3. trazi se vremenski razmak ¢y, za koji vrijedi

p(t>t)) = 0.05

e d = 0.05]in
t
_EO = 1n0.05
to = —6-In0.05
18s
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Zadaci

1. Vrijeme ¢ekanja na naplatnim kucicama autoputa slucajna je varijabla
eksponencijalne distribucije. Prosjecno prode 120 vozila po satu. Ko-
lika je vjerojatnost

a) da vozilo ¢eka dulje od 2 minute
b) da vozilo ¢eka 30-60 sekundi?
c¢) Uz vjerojatnost 90% odredite gornju granicu vremena ¢ekanja.

2. Vrijeme ispravnog rada nekog uredaja eksponencijalna je slucajna var-
ijabla s ocekivanjem neprekidnog rada 2 mjeseca nakon servisa. Kolika
je vjerojatnost da ¢e se uredaj pokvariti u toku

a) prvog mjeseca

b) drugog mjeseca?

3.7 Normalna razdioba

Normalna razdioba u oznaci X ~ N(v,0?) zadana je s dva parametra: v € R,
o > 0. Normalna razdioba zadana je formulom gustoce vjerojatnosti:

1 _(z=n)?
e 202

f(z) =

oV 2T

Graf funkcije je Gaussova zvonasta krivulja simetri¢na obzirom na vertikalu
x = v, spljostenost ovisi o velic¢ini konstante o.
Matematicko ocekivanje normalne slucajne varijable:

EX =v.
Varijanca:
VarX = o
Funkcija razdiobe

_ (t—u)2

F(z 202 dt

-

koji nije moguce elementarno izracunati. Ra¢unanje vjerojatnosti je moguce
samo pomocu tablica ili racunala.
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3.7.1 Standardna normalna razdioba

Standardna normalna razdioba u oznaci
Z ~ N(0,1)

ima funkciju gustoce vjerojatnosi

ima graf zvonastu Gaussovu krivulju.
Funkcija distribucije

1 z w2
O(2) = \/%/OO e du

¢iji graf crtamo zahvaljujuéi matematici 1. Treba uociti da je (z < —3) =0
idaje®(z>3)=1.
Supstitucija

omogucava preko

jedino moguce racunanje vjerojatnosti
pla <x <b)=F(b)— F(a)
Zadatak 39 Neka je X ~ N(4,1.5%). Izracunagte
1. p(x > 5.2), p(x > 4)
2. wvrijednost slucajne varijable ¢ tako da p(x < ¢) = 0.35
Rjesenje zadatka je

1. ocito je p(x > 4) = 50%

2-4
ple>52) =1—F(5.2) — 1-@(515 )
— 1 ®(0.8) = 1 —0.7881

0.2119
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2. racunanje vrijednosti slucajne varijable:

plr<c) = 0.35

F(c) = 0.35
c—4
0] = 0.
( 5 0.35
c—4
5 = —0.385
¢ = 3.4225

uz neophodnu pomo¢ tablica.

Primjer 14 Neka su EX 10 > 0 ocekivanje i standardna devijacija slucajne
varijable koja je normalno distribuirana. Izracunajte sliyjedece vjerojatnosti:

1. p(EX —oc <z < EX +o0)

2. p(EX —20 <x < EX + 20)

3. p(FX —30 <z < EX + 30)
Rjesenje se dobiva oc¢itavanjem:

1. D(1) = 68.27%

2. D(2) =95.45%

3. D(3) =99.73%

Primjer pokazuje da se unutar FX + ¢ nalazi 68.27% vrijednosti slucajne
varijable koja je normalno distribuirana. Posljednji dio primjera pokazuje
bespotrebnost nastavka tablica preko vrijednosti 4+3 standardizirane vari-
jable.

Primjer 15 Pretpostavimo da se teZina paketa ravna po normalnoj distribu-
ciji u kojoj je srednja vrijednost x = 6.4, a standarda devijacija o = 2.1
Odredite interval u kojem se ocekuje teZina s vjerojatnosti od 90%.

Rjesenje trazimo u obliku vrijednosti ¢, za koju vrijedi da je

p(EX —c<z<EX+¢)=09
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Kratak racun po definiciji daje

F(EX +¢)—F(EX —¢) = &

Sto po uvjetima zadatka daje

D¢ = 09
o
£ - 1w
o
c = 34
konac¢no trazene granice
3<z<98

u kojima se nalazi 90% paketa.

Zadatak 40 Visina covjeka je normalna slucajna varijabla s ocekivanjem
EX = 174em i varijancom o = 8lem?.

a) Koliki je postotak ljudi visih od 2m?

b) Ispod koje visine je 5% ljudi?

c) Koliki je postotak ljudi visine 160 — 190cm ¢
Rjesenja

a)

200 — 174

ple>200) = 1-F(200) =1 ®(—

= 1-0.9981 = 0.0019

)=1—d(2.89) =

b) trazi se visina h

p(x <h) = 0.05

h— 174
o 5 ) = 0.05
h—17d _ —1.645
9
h = 159



190 — 174 160 — 174
p(160 <z <190) = @(——5——) = (75—

= $(1.78) — ®(—1.56) =
= 0.9625 — 0.0594 =
90.31%

) =

Zadatak 41 Neka je broj osvojenih bodova na pismenom ispitu normalno
distribuirana slucajna varijabla s ocekivanjem 76 i standardnom devijacijom
15. Prvih 15% studenata dobiva ocjenu odlican, dok zadngjih 10% ne prolazi
wspit. Nadite

a) minimalni broj bodova potreban da bi se dobilo odlican
b) minimalni broj bodova potreban da se prode ispit?
Rjesenja:

a) trazi se broj a za koji je

76
plr >a)=1—F(a) = 1—®(a z ) =0.15
a— 76
P = 0.
( IF ) 0.85
a— 76
= 1.04
15 0
a = 92

b) trazi se onaj mali broj bodova b ispod kojeg je 10% studenata koji su

pali:
plr <b) = 0.1
b— 76
(ID(b157£ = 0.1
175 = —1.28
b = 57
Zadaci
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. Masa covjeka je normalno distribuirana slucajna varijabla s o¢ekivanjem
EX = 82kg i standardnom devijacijom o = 11kg.

a) Koliki postotak ljudi ima masu 60 — 90kg?

b) Koliki je postotak tezih od 100kg?

¢) Ispod koje granice je 5% ljudi?

. Slu¢ajna varijabla X ima normalnu razdiobu
N(v =4,23;0% = 25,35).
Izracunajte vjerojatnost negativne vrijednosti slucajne varijable X?

. Slucajna veli¢ina X normalno je distribuirana s parametrima E(X) =
20, 0 = 2. Izracunati p(17 < z < 22), p(x < 18) i p(x > 19).

. Sluéajna varijabla X normalno je distribuirana s i¢ekivanjem E(X) =
34 i varijancom Var(X) = 6,25. Izracunajte P(X < 34), P(X >29) i
P(34 < X < 40).

. Godisnja kolicina padalina u Zagrebu slucajna je varijabla normalne
distribucije s oceivanjem 880mm /m? i standardnom devijacijom 130mm /m?.

Odrediti:
a) vjerojatnost da godi$nja koli¢ina padalina bude iznad tisucu litara
po metru kvadratnom

b) vjerojatnost da godisnja koli¢ina padalina bude od 500 do tisuéu
i dvijesto litara po kvadratnom metru

c¢) onu godidnju koli¢inu padalina ispod koje je vjerojatnost 10%7
. Maksimalna dnevna temperatura zraka u mjesecu lipnju slucajna je
velicina X normalno distribuirana s F(X) = 25C i ¢ = 6C. Odredite
(a) vjerojatnost da maksimalna temperatura padne ispod 16C,
(b) vjerojatnost da maksimalna temperatura poraste iznad 33C,
(c) temperaturu u C' iznad kojeg maksimalna temperatura zraka nas-

tupa s vierojtnoséu 1%.

. Tezina covjeka je slucajna varijabla X normalne razdiobe s EX = 78kg,
dok je o = 8kg.
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(a) Iznad koje tezine je 0.5% ljudi?
(b) Koliki je postotak ljudi laksih od 50kg?
(c) Koliki je postotak ljudi izmedu 70kg i 80kg?
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Problemski zadaci

. Odredite

(a) Koliko ima razlicitih dijeljenja na poker automatu koji daje pet
karata iz Spila od 52 karte?

(b) Koliko bi partija saha odigrala dva razreda od po 24 ucenika u
medusobnom dvoboju?

(¢) Na koliko nacina moze petero djece razdijeliti medu sobom 12
jabuka, 10 krusaka i 8 naranci?

. Na kvadratnom zemljistu 1km x 1km raste 3110 stabala promjera 50cm.
Da li se u Sumi moze pronac¢i mjesta za tenisko igraliste 25m x 25m za
koje ne treba sjeca?

. Na drugoj godini ima 400 studenata, od kojih se neki bave sportom i to:
180 s nogometom, 130 s kosarkom, 100 s rukometom, 40 s nogometom
i kosarkom, 30 s nogometom i rukometom, 20 s kosarkom i rukometom,
a 10 sa sva tri ta sporta. Kolika je vjerojatnost da se nasumce izabrani
ucenik bavi s:

(a) bar jednim sportom

(b) samo jednim sportom
)
)

(c

(d) sva tri sporta?

bar dva sporta

. Velika serija proizvoda neke tvornice daje 2% skarta. Koliko najmanje

proizvoda treba izabrati pa da vjerojatnost da se medu njima nade bar
jedan defektan bude p = 95%7?

. Cetiri aviona nezavisno jedan od drugog bombardiraju brod. Vjerojat-
nost p; da bomba iz i-tog aviona (i = 1,2,3,4) pogodi brod je redom:
p1=0.1, po =0.3, p3 =041 psy =0.5.

(a) Kolika je vjerojatnost da brod bude pogoden?

(b) Kolika je vjerojatnost da protuzracna obrana srusi sve avione, a
niti jedan avion ne pogodi brod?
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10.

11.

. U posiljci je 15 mobitela, a pet ih je neispravnih. Netko kupi 3 mobitela.

Odredite vjerojatnosti broja neispravnih mobitela u kupovini, ocekivani
broj neispravnih mobitela i funkciju razdiobe broja neispravnih mo-
bitela u uzorku od tri kupljena.

. Iz zadane funkcije gustoce vjerojatnosti na slici (stranice trokuta s

vrhovima (—1,0), (0,a > 0), (3,0) bez stranice na osi 0.X, dijelovi osi
0X bez duzine od -1 do 3) potrebno je izra¢unati:

(a) parametar a

(b) matematicko ocekivanje.

(¢) Nacrtajte funkciju distribucije i odredite p(—3 < z < %)
Od kuce do ureda Martina prolazi kroz 6 nesinhroniziranih semafora.
Izracunajte ocekivani broj semafora na kojim ¢e se zaustaviti, ako je

duljina ciklusa 45s, zeleno svijetli 25s Koliko je standardno odstupanje
od tog broja?

Mazdini automobili imaju gresku u 4% slucajeva. Kolika je vjerojatnost
da ¢e od 100 automobila proizvedenih ove godine na vise od 5 biti
reklamacija?

Prosjecan dnevni promet na autocesti u Spici sezone iznosi 12000 auto-
mobila dnevno. Za prijelaz autoceste medvjed treba 15 sekundi. Koliko
je vjerojatno da nece biti udaren onaj medo koji je ipak pronasao prolaz
kroz zicu?

Prosjecan Hrvat prosjecnih godina ima visak od 20kg s odstupanjem
+4kg Kolika je vjerojatnost da prosjecna Hrvatica prosjeénih godina
nade partnera sa

(a) viskom manjim od 5kg?

(b) viskom veéim od 25kg

(¢) Koliko kilograma viska ima 80% Hrvata?
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5 Statistika

Statistika je znanstvena disciplina koja se bavi izu¢avanjem masovnih po-
java: broj stanovnika, broj zaposlenih, broj telefonskih usluga . ...

SrediSnje pitanje kojim se bavi je utvrdivanje zakonitosti, odnosno pravil-
nosti po kojima se ravnaju masovne pojave, koje se najcesce karakter-
iziraju numericki. Na temelju takvih numerickih pokazatelja pomocu
statistickih metoda donose se zakljucci i predvidanja.

Podaci numerickog, ali i nenumerickog tipa dobivaju se

opazanjem

pracenjem

evidentiranjem

mjerenjem
Obiljezje je zajednicko svojstvo koje se odnosi na neki skup.
Statisticki skup ili statisticka masa je skup na c¢ije elemente se odnosi
obiljezje.
Primjer 16 Promatra se broj obavljenih telefonskih razgovora s odredenog
pretplatnickog broja u toku jednog mjeseca.
- statisticks skup predstavljaju preplatnici koji su s broja pozvani

- obiljezje je osobina pretplatnickog broja da je pozvan sa broja koji se
promatra

Jedan statisticki skup moze imati vise obiljezja i tada je zanimljivo pro-
matrati povezanost obiljezja.

U metodoloskom obliku razlikujemo deskriptivnu i matematicku statis-
tiku.

Deskriptivna statistika bavi se opisivanjem pojava numericki i graficki

isticuc¢i odredene vrijednosti obiljezja. Obi¢no se primjenjuje u ispiti-
vanju javnog misljenja.
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Matematicka statistika bavi se izucavanjem masovnih pojava pomoc¢u matematickih
metod koje se baziraju na teoriji vjerojatnosti i teoretskih distribucija.

Obiljezja mogu imati diskretni i kontinuirani karakter. Obiljezje diskretnog
karaktera numericki je odredeno prebrojivim skupom brojeva.

Primjer 17 Broj pisama predatih u jednoj posti je diskretno obiljezje, a vri-
jeme pruzangja postanske usluge telefona je kontinuirano obiljeZje

Uzorak je dio statistickog skupa na kojem se ispituje ponaSanje cijelog
skupa.

Grupiranje podataka provodi se radi obrade.

Primjer 18 Na jednom covjeku izvrseno je 50 mjerenja vremena reakcije 4
dobivent su rezultati:

196 173 186 189 173 165 167 160 140 174 180 151
157 164 154 169 190 180 163 157 169 167 165 160
177 165 157 177 159 175 166 173 185 177 184 183
162 192 174 162 165 172 158 169 146 170 171 169
168 153

Uobicajeno je rezultate grupirati u razrede. NajceSce se broj razreda krece
izmedu 101 20. Sto je broj mjeranja manji i broj razreda je manji. Razredi su
jednaki po veli¢ini, pa se interval razreda dobiva tako da se raspon rezultata
podijeli sa zeljeni broj razreda.
Ako se u primjeru odluce rezultati grupirati u 12 razreda, tada ¢e interval
biti
196 — 140

=4.67 ~ 5.
12
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Krajnji rezultat unosa u postavljenje razrede je:

vrijeme  frekvencija

140 — 144 1
145 — 149 1
150 — 154 3
155 — 159 3
160 — 164 6
165 — 169 12
170 — 174 8
175 - 179 4
180 — 184 4
185 — 189 3
190 — 194 2
195 — 199 1

Primjer 19 (Diskretno obiljezje) Evidentiranjem broja predatih telegrama
u toku jednog dana u jednoj posti dobivene su vrijednosti:

xi-broj telegrama u toku dana
fi-broj dana tijekom kojih je primljeno x; telegrama

ukupan broj dana

Zfi:n

relativna frekvencija ima znacenje vjerojatnosti a’posteriori

flaeg) =2

kumulativna frekvencija

F(ﬂfz) = Z f(ﬂsz)

k<i
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2 2/118  2/118

4 4/118 6/118

8 8/118 14/118
13 13/118 27/118
15 15/118 42/118
19 19/118 61/118
18 18/118 79/118
15 15/118 94/118
13 13/118 107/118
8 8/118 115/118
10 3 3/118 118/118
S 118 1 0

© 00 IO Uik W~ OR

Primjer 20 (Kontinuirano obiljezje) Potrosnja goriva x; u litrama na
100 kilometara kod kamiona nekog autoparka obradena je u tablici:

22-24 23 2 0,10 0,10

24-26 25 7 0,35 0,45

26—28 27 8 0,40 0,85

28—30 29 2 0,10 0,95

30-32 31 1 0,06 1,00
> n=20 1

Sto je ovdje statisticki skup, a Sto je statisticko obiljezje?

Poligoni frekvencija su grafovi u kojima se zorno prikazuje funkcijska ovis-
nost razlicitih frekvencija o vrijednosti obiljezja.

5.1 Mjere centralne tendencije

Odredivanje sredina najcesca je aktivnost u obradi podataka.

Aritmeticka sredina racuna se



Zadatak 42 Izracunajte prosjecan dnevni broj primljenih telegrama i izracunagte
prosjecnu potrosnju kamiona iz navedenih primjera.

Zadatak 43 Izracunajte prosjecno vrijeme reakcije izravno i nakon raspod-
jele u razrede.

Centralna vrijednost ili medijan je vrijednost koja se u nizu rezultata
poredanih po veli¢ini, nalazi to¢no u sredini.

Primjer 21 Ako pet namjestenika prima placéu preracunatu v Eure od 750,
800, 850, 900 i 5000, onda aritmeticka sredina od

750 + 800 + 850 + 900 + 5000
5

FEura odudara od stvarnog prosjeka.

= 1660

Isticanje centralne vrijednosti eliminira ekstremne rezultate.

Primjer 22 Naseljena mjesta nalaze se uz cestu. Od prvog mjesta drugo je
udaljeno 30km, trece 60, cetvrto 110, zatim je na 120. 1 130. kilometru od
prvog jos po jedno mjesto.

Na kojem je mjestu uz cestu prikladno izgraditi benzinsku, ako su mjesta
priblizne velicine.

Centralno je mjesto na pola puta izmedu 60. i 110. kilometra

Dominantna vrijednost ili mod je ona vrijednost koja je u nizu mjerenja
najcesée postignuta.

Primjer 23 Prikupljajuci podatke o broju djece dobiveni su podaci:

djeca 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
parovt 70 90 108 86 70 47 30 20 15 5 4 3 2

Vidljiv je mod od 2 djece, dok je aritmeticka sredina 3.02 djeteta. Dakle pri
gradngi stanova za prosjecnu obitelj sa 3 djece cinila bi se pogreska.

Geometrijska sredina koristi se kao mjera prosjecne brzine nekih prom-

jena. Dobiva se formulom:
= _ n 1 Tk
Ty =1 -7}

uz navedene oznake. Racuna se samo za pozitivne brojeve.
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Primjer 24 Na nekom je podrucju 1960. godine Zivjelo 2000 stanovnika,
1961. bilo th je 9000, a 1962. c¢ak 18000. Prosjecno godisnje povecanje dobit
ce se geometriygskom sredinom:

G=v45-2=3
puta godisnje.

Harmonijska sredina jednaka je
_ N
{L‘h = -
i REI /

gdje je N broj podataka. Harmonijsku sredinu valja upotrebljavati kad
zelimo dobiti prosjeke nekih odnosa: prosjecnu brzinu, prosjecan broj
slova u minuti ...

Primjer 25 Ako je automobilist udaljenost od 100 km vozio brzinom od 100
km/h, a natrag je isao brzinom 50 km/h, kojom je prosjecnom brzinom vozio?

Rjesenje. Pograsno je ishitreno odgovoriti: 75 km/h, jer je uistinu presao 200 km za tri

sata, pa je prosjek:
200
3 = 66.7km/h

Rezultat jemogucée dobiti harmonijskom sredinom brzina 100km/h i 50km/h:

2

100 50

Zadatak 44 Tri kucanice su u anketi iskazale koliko dana u njihovoj obitelji
traje staklenka od 1kg marmelade: 5 dana, 10 dana 1 15 dana. Koliko
prosjecno traje staklenka marmelade?

Rjesenje. Ne traje 10 dana, jer za 30 dana ukupno sva tri domacinstva potrose 11 staklenki,
pa lkg traje za sva tri domadinstva

30
— =2.72
11

dana. Jednom bi domaéinstvu kilogram trajao
3-2.72=28.2

dana, §to se i dobiva racunom harmonijske sredine:

3
H=1+——+ =82
5Tt



Zadatak 45 Cetiri radnika, A,B,C i D izvrse odredeni tip usluge redom za
10, 6, 5 1 4 manute. Izracunajte prosjecnu proizvodnost radnika, tj. vrijeme
koje se trazZi za pruzanje usluge.

Rjesenje. Prosjetno vrijeme pruzanja usluge je harmonijska sredina:

4
.HZ—1 T 125.581
iotTetst+a

minuta

5.2 Mjere varijabilnosti

Mjere varijabilnost odgovaraju na pitanje vece ili manje grupiranosti statistickog
niza oko centralne vrijednosti.

5.2.1 Raspon

Raspon statistickog niza razlika je najveceg i najmanjeg rezultata. Raspon
je nesigurna i varljiva mjera varijabilnosti i raste s pove¢anjem broja
rezultata.

Primjer 26 Prilikom dva puta po 10 mjerenja neke pojave, dobiveni
su slijedect nizovi podataka:

1. mjerenje‘é’ 85 85 9 9 9 9 95 95 10
2. mjerenje | 1 2 8 5 9 9 18 15 16 17

Odrediti raspone oba mjerenja.

5.2.2 Srednje odstupanje

Srednje odstupanje je prosjecna velicina odstupanja pojedinacnih rezul-
tata: N
Yialvi — x| fi

)
n

gdje je n ukupan broj pojedina¢nih rezultata, a N broj medusobno
razli¢itih rezultata.

Zadatak 46 Odrediti srednje odstupanje od aritmeticke sredine iz prethodnog
primjera.
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Napomena Prosjecno odstupanje racuna se uz aritmeticku sredinu, cen-
tralnu (medijan) i dominantnu (mod) vrijednost.

Apsolutna vrijednost je neophodna, jer inace:
1Y 1 1
ﬁ;(% —Z)- fi= ﬁ;xzfz _fﬁ;fi =0
5.2.3 Standardna devijacija
Kvadriranjem odstupanja izbjegavaju se negativni predznaci.

Varijanca je aritmeticka sredina kvadrati¢nih odstupanja.

Deskriptivna statistika proucava karakteristike to¢no odredenje skupine
podataka koji su posljedica ispitivanja cijele populacije: svih studenata
odredenog sveucilista, svih gradana nekog grada ...

Varijanca se u tom sluc¢aju ra¢una formulom
1
Var =o0® ==Y (z; — 2)*fi.
ne

Matematicka statistika pokusava na temelju podataka iz dostupnog uzorka
izvesti zakljucke u vezi s cijelom populacijom iz koje je uzorak izdvojen.
U tom slucaju, standardna se devijacija racuna formulom:

N

Var = o* =
i

n—1

Standardna devijacija velicina je bitna za razumijevanje varijabiliteta i
jednaka je drugom korjenu iz varijacije

oc=+vVVar.

Zadatak 47 Izracunajte standardne devijacije iz mjerenja u primjeru 26.

Buduci je aritmeticka sredina decimalan broj, varijancu je moguce izracunati

i formulom:
O'2 = lz%ffl — ZE'Q
n-y
koja predstavlja razliku srednje vrijednosti kvadrata obiljezja i kvadrata sred-
nje vrijednosti obiljezja.
Zadatak 48 Izracunati standardnu varijancu za 50 dobivenih vremena reak-

cije 1z primgera 18.
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5.2.4 Koeficijent varijabilnosti

Podatak koji sluzi za usporedivanje varijabilnosti razlicitih pojava i svojstava,
a prikazuje postotak vrijednosti aritmeticke sredine koji pripada standardnoj
devijaciji:
o
V= —.
z
Uobic¢ajeno je u fizikalnim mjerenjima koficijent nazvati relativnom pogreskom.

Zadatak 49 Jednim je mjerenjem ustanovljeno da 10-godisnji djecaci imaju
wisinu 134.4£6.06cm, dok im je teZina 29.24+3.89kg. Variraju li vise djecaci
w vising ili u tezini?

5.3 Graficko prikazivanje rezultata

U statistici graficko prikazivanje rezultata pridonosi uocavanju karakteristika
koje je nemogucée uociti samo iz brojeva. Teske racunske pogreske jednos-
tavno se otkrivaju ako su rezultati prikazani graficki.

Histogram se sastoji od niza pravokutnika kojima vovrsina odgovara ukup-
noj frekvenciji.

Poligon frekvencija crta se tako da se spoje tocke iznad sredine svakog
razreda, a zatim se dovodi na nultu frekvenciju na lijevoj i desnoj strani
krivulje.

Zadatak 50 Nacrtajte histogram i poligon frekvencija za primjer

5.4 Metode statistickih zakljucivanja

Osnovni skup cine svi elementi na koje se odnosi obiljezje X. Naziva se i
populacijom, narocito za zive objekte statistickog skupa.

Uzorak je dio elemenata osnovnog skupa na kojem vrsimo ispitivanje. Reprezen-
tativnost uzorka je mjera za vjernost kojom uzorak predstavlja cijelu
populaciju.

Prilikom formiranja uzorka nastoji se stovati princip sluc¢ajnog izbora,
tako da svaki element iz osnovnog skupa ima jednaku vjerojatnost biti
izabran. Prilikom telefonskih anketa koriste se tablice slucajnih bro-
jeva.
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Osnovno je pitanje kako na temelju uzorka zakljuciti nesto o osnovnom
skupu? Kako odrediti karakteristiku i zakonitosti po kojima se ravna
obiljezje u osnovnom skupu.

Metode teorije uzoraka bave se pitanjima:

1. Statisticke procjene osnovnih karakteristika poput oc¢ekivanja E(X) i
standardne devijacije o.

2. Testiranje statistickih hipoteza o osnovnim karakteristikama.
5.4.1 Karakteristike uzoraka
Za obiljezje X uzorak e biti predstavljen nizom sluc¢ajnih veli¢ina
T1,T2y...Tp.

Aritmeticka sredina uzorka odgovara ocekivanju slucajne varijable i racuna
se po uobicajenoj formuli:

xifi
1

1
n

.
Il

gdje je
- n - broj slucajnih veli¢ina
- N - broj razreda, odnosno broj razli¢itih slucajnih veli¢ina
- fi - frekvencija i-tog razreda

- x; - reprezentant slucajne velicine

Disperzija uzorka odgovara standardnoj devijaciji i uvijek se ra¢una po
formuli

S? =
n—1

)

Testiranje uzorka odgovara na pitanje koliko je dobra procjena. Postoje
tockovne i intervalne procjene ovisno o uredenosti podataka.z
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6 Testiranje statistickih hipoteza

U statistickim analizama pojedinih obiljezja postavljaju se hipoteze o
nekom parametru ili o kompletnoj distribuciji. Takve hipoteza zovu se
statisticke hipoteze, a postupak kojim se donosi odluka o prihvacanju
doti¢ne hipoteze naziva se statisticki test.

U klesi¢nim testovima utvrduje se znacajnost ili signifikantnost raz-
like hipoteznih vrijednosti i vrijednosti dobivenih na osnovu uzorka.

Primjer 27 Obican simetricni novcéi¢ pada na glavu s vjerojatnosti
1/2. Gospodin Krupié imao je rijedak zlatnik koji je padao na glavu s
vjerojatnosti 3/4, ali ga je izqubio. Kad je nasao slican novcié¢ odlucio
ga je isprobati tako da ga baci 10 puta, pa ako najmanje 7 puta padne
na glavu, pravi je. Pitanja su:

- koliko je vjerojatno da je movci¢ rijedak, a da ipak nije pao na
glavu 7 puta?

- koliko je wvjerojatno da je movci¢ obican, a ipak je pao na glavu
barem 7 puta?

Rjesenje. Neka je novéi¢ rijedak. Tada se promatra binomna slucajna
varijabla B(n = 10;p = 0.75) u kojoj je uspjeh kada nov¢i¢ padne na
glavu. Nije pao na glavu 7 puta ako je pao najvise 6 puta:

p(x<6) = pla=0)+plx=1)+-+plx=06)

— ( 100 ) 0.75°0.25'% + ( 110 ) 0.75'0.257 + -+ - + ( 160 )0.7560.254

. (10
= > -0.75% - 0.25'07% = 0.2241
k=0 k

U drugom sluc¢aju vjerojatnost da u binomnoj varijabli B(n = 10,p =
0.5) novéi¢ padne barem 7 puta jednaka je

10
p(7<z<10)=> ( 1k0 ) -0.75F . 0.2510°%F = 0.1719
k=7
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Primjer 28 Neka je obiljezje X vrijeme trajanja pruzanja neke usluge.
Postavlja se hipoteza

Hy: E(X)=Ey=12min.
Tada je alternativna hipoteza
H,: E(X) # Ey.

Ako se na uzorku dobije prosjecno vrijeme usluge

z = 10min,
pitanje je da li je razlika

|z — Ey| =2
znacajna?

Prilikom donosenja odluke o prihva¢anju, odnosno odbijanju uzorka ¢iji
je izbor slucajan, moguca je pogreska.

Greska prve vrste radi se kod odbacivanja istinite hipoteze.

Greska druge vrste radi se kod prihvac¢anja neistinite hipoteze:

Prihvacanje Odbacivanje
Hy (istinita) Ispravno Greska I vrste
H, (neistinita) | Greska II vrste Ispravno

a je vjerojatnost za gresku prve vrste ili nivo signifikantnosti
[ je vjerojatnost za gresku druge vrste
1 — (3 je jakost testa

U postupku testiranja hipoteze nastoji se da su vjerojatnosti o i 3 Sto
je moguée manje. Unaprijed se odredi vjerojatnost « koja iznosi 1% ili

5%.
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6.0.2 Testiranje hopoteze o distribuciji u osnovnom skupu

U primjerima sluc¢ajnih varijabli pretpostavka je da slucajna veli¢ina im
odredeni tip distribucije. To se pretpostavlja na temelju prirode sluc¢ajnih
veli¢ina ili njenih karakteristika.

Primjerice, ako je

E(X) ~Var(X)

tada se vjerojatno radi o Poissonovoj distribuciji:
A=EX)=Var(X).

Ako se relativne frekvencije okupljaju oko vrijednosti medijana, tada je moguce
da se radi o binomnoj, odnosno normalnoj distribuciji:

B(n,p);  E(X)=np,

odnosno
N (p, 0%); p=EX), o*=Var(X)

Ako je pretpostavka distribucije statisticka hipoteza, potrebno je provesti
testiranje na temelju uzorka.

Potrebno je utvrditi dali je razlika izmedu empirijskihi teorijskih frekven-
cija statisticki znacajna ili nije :

- f; - empirijske frekvencije

- f7 - teorijske frekvencije

- fi — fI - razlika frekvencija

Ako razlika nije statisticki znacajna, hipoteza se prihvaca, a u protivnom
se odbacuje.

Testiranje se provodi na temelju
chi? distribucije i naziva se x? test.

Neka je Fy(x) pretpostavljeni tip distribucije: binomna, Poissonova, uni-
formna, eksponencijalna, normalna.

Hipoteze

H()Z F(ZL’) = Fo(l')

84



H12 F(ZL’) 7é Fo([L')

gdje je
k - broj razreda

fi=n-pX =)
n - ukupan broj podataka

Ocjena statisticke znacajnosti provodi se usporedbom Y32, koji treba biti
manji od kriticnog broja C. Kritiéni broj C' odreduje se iz tablica x? dis-
tribucije uz
k—r—1
stupnjeva slobode, gdje je
k - broj razreda: broj intervala podataka ili razli¢itih, po veli¢ini
poredanih, podataka

r - broj parametara hipotetske distribucije. Sve su distribucije odredene
jednim, » = 1 parametrom, osim normalne, koja je odredena s dva,
r = 2 parametra: pio.

Ako ima razreda s frekvencijom manjom od 5, onda se spajaju razredi sa
susjednima sve dok zajednicka frekvencija ne prijede 5.

Kriti¢ni broj C ocitava se kao rjesenje jednadzbe
FC)=1-a
iz tablice x? distribucije

Primjer 29 Mjeren je broj minuta f; u kojima je pozvan telefonski broj za
informacije na cestama tocno odredeni broj puta x;. Dobiveni rezultati su
slijedeci:

T fi
0 33
1 17
2 7
3 3
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Testirajte hipotezu o Poissonovoj distribuciji broja poziva u minuti na nivou
signifikantnosti o = 0.01.

Rjesenge.
Potrebno je znati da je funkcija vjerojatnosti Poissonove distribucije zadana
parametrom
A=E(x)=z
i ra¢una se po formuli
_ AT

f(zi) = p(X = ;)

€ )

gdje je z; cijeli broj i predstavlja broj poziva informacija u minuti.

Prispodoba podacima dobivenim eksperimentalno upravo je njihova srednja vri-

jednost:

i fi wifi
0 33 0

1 17 17
2 7 14

3 3 9
> 60 40

jednaka

1 1
E(X) =~ aifi= 540 =066~ 07
7

Trazena funkcija gustoée vjerojatnosti sada ¢e vjerojatnost svakog odredenog broja
poziva u minuti racunati s vjerojatnosti

T

p(X =) = flzi) = 0;! e—0.7

Tablica teoretskih frekvencija izgledas:

v pi=flri)=pX=z;) fi=np

0 0, 4960 29,796 ~ 30
1 0, 3476 20, 856 ~ 21
2 0,1217 7,302 ~ 7
3 0,0284 1,702 ~ 2
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Izracunavanju x? za podatke iz prethodnih tablica prethodi spajanje 4. razreda
s treéim, jer statisticari zahtijevaju da ni jedna ocekivana frekvencija ne bude
manja od 5 :

L F*)2
zi fi f7Ofi—If %

0 33 30 3 0,3
1 17 21 -4 0,76
2,3 10 9 1 0,11
> X =1.17

Kritiéni broj C rjeSenje je jednadzbe
F(C)=1-a=0.99,
gdje je F(C) x? distribucija sa stupnjem slobode:
k—r—1=3-1-1=1,
jer je
k broj razreda nakon spajanja, a to je 3
r broj parametara, a to je jedan jedini, A

Uvijet
X’ <C
ovdje je oCito ispunjen, jer je iz tablice C' = 6.63
Hipoteza se ne odbacuje, veé se prihvaca.

Zadatak 51 Mjerenjem brzine vozila na jednoj dionicit prometnice dobiveni
su slijedeci podaci

X fi

40 — 60 8

60 —80 35

80 — 100 27
100 — 120 6
120 — 140 2
> 78

Testirajte hipotezu normalne razdiobe uz o = 5%.
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Rjesenje Binomna distribucija odredena je matematickim ocekivanjem
u=EV)=1v

i standardnom devijacijom o koji se racunaju iz prosSirene tablice:

v fi o U-fi v—v (5, —0)% fi
40 — 60 8 50 400 —29,5 6962
60 — 80 35 70 2450 -9,5 3158, 75
80 — 100 27 90 2430 10,5 2976, 75
100 — 120 6 110 660 30,5 5581,5
120 — 140 2 130 260 50,5 5100, 5
> n=78 6200 23779,5

Matematicko ocekivanje ima vrijednost aritmeticke sredine predstavnika
svakog od razreda mjerenja, a predstavnici razreda v; racunaju se kao
aritmeticke sredine granica intervala, jer je nepoznata, a time i statisticki
nebitna struktura mjerenih brzina unutar intervala:

5
1
p=E(V)=0= 30 fi= g 6200 = 79,457 ~ 79,5
=1

S|

88



